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PREFACIO 


| Este livro baseia-se nos cursos de Càlculo ministrados aos alunos da Escola Politècnica 
1 da USP, do Instituto de Matemàtica e Estatfstica da USP e do Instituto de Ensino de Enge- 
| nharia Paulista — IEEP. 

| Os assuntos abordados neste volume sao os de limite, derivada e integrai de fungòes de 
| urna variàvel reai. 

| O curso è desenvolvido de forma que os conceitos e teoremas apresentados venham, sempre 
| que possivel, acompanhados de urna motivagào ou interpretalo geomètrica ou fisica. As de- 
I monstragòes de alguns teoremas ou foram deixadas para o final da segào ou colocadas em apèn- 
! dice, o que significa que o leitor poderà, numa primeira leitura, omiti-las, se assim o desejar. 

\ Muitos problemas que ocorrem muito cedo na Fisica requerem, para suas resolugòes, o conhe- 

1 cimento de equagòes diferenciais; por este motivo, é importante que o aluno entre em contato com 

1 elas o mais ràpido possfvei. Neste volume, no Cap. 14, estudamos as equagòes diferenciais ordi- 

f nàrias de 1 * ordem, de varìàveis separàveis, e as lineares de l. a ordem. Deixamos para o inicio 

I do Voi. 2 o estudo das equagòes diferenciais lineares de 2. a ordem com coeficientes constantes. 

| Outros tipos de equagòes diferenciais serào estudados ao longo dos Vols. 2, 3 e 4. 

Para atender ao curso de Fisica, talvez haja necessidade de o professor ter que antecipar 
o estudo das integrais; se este for o caso, sugerimos deixar o capftulo sobre o estudo das 
variagoes das fungòes (Cap. 9) para ser estudado após o Cap. 14. 

Quanto aos exemplos e exercfcios, pensamos tè-los colocado em numero suficiente para 
a compreensào da matèria. Procuramos dispor os exercfcios em ordem crescente de dificul- 
dade. Existem exercfcios que apresentam certas sutilezas e que requerem, para suas resolu¬ 
gòes, um maior dominio do assunto; deste modo, nào se aborrega caso nào consiga resolver 
alguns deles: tudo que voce terà que fazer, nestas horas, è seguir em frente e retornar a eles 
quando se sentir mais senhor de si. Coloco-me à disposilo para quaisquer esclarecimentos 
ou troca de idéias, tanto pessoalmente quanto por carta, aos cuidados da Editora. Ficaria, 
ainda, muito feliz em receber sugestòes ou crfticas visando a um aprimoramento do texto. 

Observamos que o 2.° Teorema Fundamental do Càlculo bem corno as integrais impró- 
prias serào vistos no Voi. 2. 

Na 4. a edigào, foram inclufdos dois capftulos: um, atual Cap. 13 e que antes fazia parte 
do Voi. 2, sobre aplicagoes das integrais ao càlculo de volumes de sólidos de revolugào, de 
àreas de superffcies de revoluto, de comprimentos de curvas, de àreas e comprimentos de 
curvas em coordenadas polares e de centros de massa; e outro, novo (Cap. 17), sobre 
Arquimedes, Pascal, Fermat e o càlculo de àreas. Très novas segòes, sobre integrafo de 
fungòes trigonomctricas, foram acrescentadas ao Cap. 12. A Segào 12.9 (exercfcios do ca¬ 
pftulo) da edigào anterior foi eliminada e os exercfcios distribufdos pelas segòes do capf¬ 
tulo. A Segào 1.8 (Principio de Indugào Finita) da edigào anterior foi, também, eliminada e 
parte dela deslocada para a Segào 17.2. 

Nesta 5. a edigào foram feitas urna revisào meticulosa do texto e corregòes de algumas 
falhas gràficas relacionadas ao texto e às figuras. 

Nào poderfamos deixar de agradecer, pela cuidadosa leitura do manuscrito, às colegas 
Élvia Mureb Sallum e Zara Issa Abud. É ainda com satisfagào que agradego ao colega Nel¬ 
son Achcar pelas sugestòes e comentàrios que muito contribufram para o aprimoramento 
das aposlilas prccursoras deste livro. Finalmente, agradeccmos à Editora LTC pelo exce- 
lente traballio gràfico e pela forma cordini com que sempre nos tratou. 


Hamilton Luiz Guidorizzi 
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Nùmeros Reais 


0 objetivo deste capitalo é a apresentagào das principais propriedades dos nùmeros re¬ 
ais. Nào nos preocuparemos aqui com a definigào de nùmero reai, que é deixada para o 
Apéndice 6 . No que segue, admitiremos a familiaridade do leitor com as propriedades dos 
nùmeros naturais, inteiros e racionais. Mesmo admitindo tal familiaridade, gostarfamos de 
falar rapidamente sobre os nùmeros racionais. É o que faremos a seguir. 

1.1. Os Nùmeros Racionais 

a 

Os nùmeros racionais sao os nùmeros da forma 7 % sendo a e b inteiros e b =£ 0; o con- 

_ b 

junto dos nùmeros racionais é indicado por ©, assim: 

Q = j^-1 a, b £ Z, b + oj 

onde Z indica o conjunto dos nùmeros inteiros: 

Z = {..., -3, -2, -1,0, 1,2,3, ...}. 

Indicamos, ainda, por N o conjunto dos nùmeros naturais: 

N = {0, 1,2,3, ...}. 

Observamos que fol é subconjunto de Z, que, por sua vez, é subconjunto de Q; isto é, 
todo nùmero naturai é também nùmero inteiro, e todo inteiro é também nùmero raciónal. 

a c ~ 

Sejam — e — dois racionais quaisquer. A soma e o produto destes racionais sào obtidos 
b d 

da seguirne forma: 

a c _ ad + bc 

~b d bd 

a c ac 

~b d ~ ~bd 
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que 3 cada , par de n,ime ros racionais associa a sua soma denomina-se adì- 
gao, e a que associa o produto denomina-se multiplicaqào. 

O numero radonal j sediz positivo se«-4eN;« a -i6Nej#0, entao - se diz 
estritamente positivo. b 

Sejam r e s dois racionais; dizemos que r é estri,amente menar que s (ou que , é estri,a- 
mente maior que r) e escrevemos r<s (respectivamente 5 > r) se existe um racional t es- 
tamente positivo tal que s = r + t. A nota ? ào r ^ s (leia: r menar ou igual a 5 ou simples- 
mente r menar que s) e usada para indicar a afirma 9 ào “r < 5 ou r = f” A notacào r=> s 
eia* r mai °r ou igual a 5 ou simplesmente r maior que s) é equivalente a j r ? Observe 
que r positivo equivale a r ^ 0. Se r « 0, dizemos que r é negativo 

A quadrupla (Q. +, -, *) satisfaz as segumtes propriedades (x, y, z sao racionais quaisquer): 


Associativa 

(Al) (x + y) + z = a: + (>’ + z ) 


(MI) (xy)z = x (yz) 


Comutativa 
(A2) x + y=y + x 


(M2) xy = yx 


Existència de elemento neutro 
(A3) x + 0 = x 


(M3 )x • 1 =* 


( 1 * 0 ) 


Existència de oposto 

(A4) Para lodo racional -< existe um unico racional v tal que * + y = 0. Tal » denomina-se 
oposto de x e mdica-se por —x. Assim, x + (—x) = 0 . 

Existència de inverso 

(M4) Para lodo racional * * 0 existe um Unico racional y tal que * • y = 1 . Tal y denomina- 
se inverso de x e indica-se porr -1 ou -, Assim, x■x~ 1 = 1 

X 

Distributiva da multiplicaqào em relaqào à adiqào 


+ z) = xy + XZ. 


Reflexiva 


Anti-simétrica 


x*Zy e y ■■ 


(leia-se: se jr ^ y e y entao x = youx**yey*=ix implica * - y). 


Transitiva 


x ^ y e >’ * *5 z . 


Quaisquer que sejam os racionais x e y 


x**y ou y «£ x. 
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Compatibilidade da ordem com a adiqào 
(OA) x ^ y => x + z «S >> + z. 

{Somando-se a ambos os membros de urna desigualdade um mesmo nùmero, o senti- 
do da desigualdade se mantém.) 

Compatibilidade da ordem com a multiplicaqào 

(OM) * ^ e '0^z=>xz^yz. 

(Multiplicando-se ambos os membros de urna desigualdade por um mesmo nùmero 
positivo, o sentido da desigualdade se mantém.) 

Observa^ào. Seja K um conjunto qualquer com pelo menos dois elementos e suponhamos 
que em K estejam definidas duas opera?5es indicadas por + e •; se a tema (!K, +, •) satisfizer 
as propriedades (Al ) a (A4), (MI) a (M4) e (D), diremos que (!K, +, •) é um corpo. Se, além 
disso, em K estiver definida urna relagào (=£) de modo que a quàdrupla (IK, +, - , =s) satisfarà 
todas as 15 propriedades anteriormente listadas, entao diremos que (K, +, -, =£) é um corpo 
ordenado. Segue que (Q, +, -, *£) é um corpo ordenado; entretanto, (Z, +,*,=£) nào é corpo 
ordenado, pois (M4) nào se verifica. 

Os numeros racionais podem ser representados geometricamente por pontos de urna reta. 
Para isto, escolhem-se dois pontos distintos da mesma, um representando o 0 e o outro o 1. 
Tomando-se o segmento de extremidades 0 e 1 corno unidade de medida, marcam-se os 
representantes dos demais numeros racionais. 


- 3 - 2-1011 2 3 4 56 

Se o ponto P fór o representante do nùmero racional r, diremos que rèa abscissa de P. 

Na figura anterior, ^ éa abscissa de A; 5 é a abscissa de B. 

Todo nùmero racional r é abscissa de um ponto da reta; entretanto, nem todo ponto da 
reta tem abscissa racional. Antes de construir um ponto da reta que nào tem abscissa racio¬ 
nal, vejamos os seguintes exemplos. 

EXEMPLO 1. Seja a um nùmero inteiro. Prove: (i) se a for impar, entao a 2 também sera 
l'mpar; (ii) se a 2 for par, entào a também sera par. 

Soluqào 

(i) Como a é impar, a é da forma a = 2k + 1, k inteiro. Entào: 

a 2 = (2k + l ) 2 = 4k 2 + 4k + 1 = 2(2 k 2 + 2 k) + 1 ; 

2 9 

corno 2 k +2ké inteiro, resulta a~ impar. 

(li) Por hipótese, a é par; se a fosse rinpar, por (i), teriamos a também fmpar, que contra¬ 
ria a hipótese. Assim, 


a 2 par => a par. 
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EXEMPLO 2. A equa 9 ào x — 2 nào admite solu^ào em <0. 

Solugào 

De fato, suponhamos, por absurdo, que exista urna fra^ào irredutfvel ^ tal que ^ j =2; 
entào: 

a 2 

— 2 => a 2 = 2 b 2 => a 2 par => a par; 
sendo a par, sera da forma a — 2p,p inteiro; 


a a = 2p } ^ 4p2 = 2b2 ^ 2p2 = b2 - 

Assim, b 2 é par e, portanto, b também o é; sendo a e b pares, a fra 9 ào — é redutfvel, 
contradÌ 9 ao. u 

Vejamos, agora, corno construir um ponto da reta que nào tenha abscissa racional. 



Pelo teorema de Pitàgoras, d 2 — 1 2 + l 2 — 2 (veja figura anterior); assim a abscissa de 
P deveria ser d que nào é numero racional (Exemplo 2). 

Admitiremos que todo ponto da reta tem urna abscissa x; se x nào for racional, diremos 
que x é irracional. O conjunto formado por todos os nùmeros racionais e irracionais é o 
conjunto dos numeros reais que sera indicado por IR. 


1.2. Os Numeros Reais 

Como dissemos na se 9 ào anterior, o conjunto dos numeros reais sera indicado por IR. IR 
contém Q, isto é, todo nùmero racional é um nùmero reai. Os numeros reais que nào sào 
racionais denominam-se irracionais. 

Em [R estào definidas duas opera 9 òes, adÌ 9 ao (+) e multiplica 9 ào (•) e urna rela 9 ào (=£). 
A adÌ 9 ào associa a cada par (x, y) de nùmeros reais um ùnico nùmero reai indicado por x + y, 
a multiplicagào, um ùnico reai indicado por x ■ y. As opera 9 òes de adÌ 9 ào e multiplicagào 
definidas em IR, quando restritas a Q, coincidem com as opera 9 òes de adÌ 9 ào e de multipli- 
ca 9 ào de ©; o mesmo acontece com a rela 9 §o («£). 

Admitiremos que a quàdrupla (IR, +, ■, *s) é um corpo ordenado, isto é, satisfaz todas as 
15 propriedades listadas na se 9 ào anterior: (Al) a (A4), (MI) a (M4), (D), (Ol ) a (04), (OA) 
e (OM). Re veja tais propriedades. 

Os exemplos que damos a seguir mostram corno obter outras propriedades a partir das jà 
mencionadas. 


Numeros Reais 5 


EXEMPLO 1. Quaisquer que sejam os reais x , y, z, w 

e ^jf^l^x + z^v + w. 
z**w J 7 

(Somando-se membro a membro desigualdades de mesmo sentido, obtém-se outra de mes¬ 
mo sentido.) 

Solugào 

Pela (OA) 

x*£;y ^x+z^y+z 
z ^ w ^y + z^y + w. 

Pela transitiva (03) 


Portanto, 


x + z ^ y + z 1 
y + z ^ >’ + wj 


x + z ^ y + w. 


x ^ y \=^ X + z^y + w. m 

z ^ wj 

Como observamos anteriormente, a adÌ 9 ào associa a cada par de nùmeros reais um ùnico 
nùmero reai; assim, se x = y e z = w, entào x + z = y + w; em particular, se x = y, entào 
x + z = y + z para todo z, o que significa que, somando a ambos os membros de urna igual- 
dade um mesmo nùmero, a igualdade se mantém. 

EXEMPLO 2. (Lei do cancelamento.) Quaisquer que sejam os reais x, y, z 

x + z = y + z => x — y 

Solugào 

Somando-se —za ambos os membros da igualdade x + z = y + z, vem: 

(x + z) + (-z) = (y + z) + (-z). 

Pela associativa (Al), 

X + [z + (-*)] = y + [z + (~z)l 

Dai, 

x + 0 = y + 0 

ou seja, 


x = y- 
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Assim, 


x + z ~ y + z => x — y. 


EXEMPLO 3. Quaisquer que sejam os reais x, y, z , w 


O^x^y 
0 « z SS H’ 


=>X Z yw. 




Solugào 


0 i j 

0 ^ z « H' 


^ « K 


; r =* xz >w. 


Quaisquer que sejam os reais x, y, z , w, tem-se: 

a) x<y <=> x + z<y + z. 

b) z > 0 « z ~ l > 0. 

c) z > 0 <=> ~z < 0 . 

d ) se z > 0 , x < y <=£ je z<yz. 

e) se ^ < 0 , * < y <=> xz > yz. 

desigmldade por um —^ -s- 

^ 0 ^ jc < vi 

o 2 < w j => « < yw- 

g) 0<x<yo0< — < -I 

y x 

h) ( Tricotomia .) Urna e somente urna das condi 9 òes abaixo se verifica: 

x < jy ou x = y ou x > y. 

i) (.Anulamento do produto.) 

*y — 0 <=> x = 0 ou >> - 0 . 

(Um produto é nulo se e somente se um dos fatores far nulo.) 

EXEMPLO 4. Suponha x Ss 0 e y Ss 0. Prove: 


d) x<y => x 2 <y 2 . 

b) x^y => x 2 ^ y 2 . 

c) x < y <=> x 2 < y 2 . 



Solugào 
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Para x<-3, x + 3<0ex-2<0, logo, ——- > 0. 

x — 2 

Para -3<x<2,x + 3>0ex-2<0, dai, — 3 < 0 

x - 2 

Para x > 2, x + 3 > 0 ex - 2 > 0, logo, X + 3 > 0. 


Para x - 3, - - - 0; para * = 2, a expressào -—- n g 0 es tà definida. 

x ~ 2 x - 2 


( 3 = nào existe.) 


Conclusào 


> 0 para x < -3 ou x > 2; 


< 0 para -3 < x < 2 ; 


= 0 para* - — 3 . 


EXEMPLO 8 . Resolva a inequasào ^ X + ^ < 0 . 

x 4 

Solugào 

” 1 “ 1 

Inicialmente, estudaremos o sinai de-. 


2 x + 1 


0 + 


+ 0 


3 + 


Assim, jxElRl <x<4>éo conjunto das solu 95 es da inequa^ào dada. 
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3x — 1 

EXEMPLO 9. Resolva a inequagào-> 5. 

x + 2 


Solugào 


x + 2 x + 2 x + 2 


3x - 1 - 5x - 10 _ 

« -—— 2= 0. 

x + 2 

—2x - 11 

<=> - 3 = 0 . 

x + 2 

Multiplicando por -1 ambos os membros da ultima desigualdade, resulta: 

2 x + 11 „ 


0 + 


2 x + 11 


2 x + 11 


+ 0 


Assim, ^ X + — ^0 « —— ^x < —2. Logo, jx £ !R I —— ^ x < —2> éo con- 
x + 2 2 l 2 J 

junto das solugoes da inequa^ao dada. 


CUIDADOI 

3x - 1 

- 2 * 5 nào é equivalente a 3x — 1 ^ 5 (x + 2)! ! 

x + 2 

A equivalència sera verdadeira parax > — 2, pois, x>-2 => x + 2>0; multipli¬ 
cando, entào, ambos os membros da desigualdade por x + 2 , o sentido se manterà; assim, 
parax > - 2 , 


5 « 3x — 1 > 5 (x + 2). 
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Por outro Iado, para x < -2, 


3x-l , 


5 <=> 3x 1 ' 5(x + 2). (Por què?) 


Exercicios 1.2 


1. Resolva a inequagào. 

a) 3x + 3 < x + 6 
</)x + 3*S6x-2 


b)x — 3 > 3x + 1 
e) 1 - 3* > 0 


c) 2x - 1 ss 5 * + 3 
j) 2x + 1 & 3 x 


2. Estude o sinai da expressao. 

a) 3x - 1 
c) 2-3* 

, x ~ 1 

e) -- 


b)3~x 
d)5x 4- 1 

f)(2x+ l)( x - 2 ) 


.2~3x 

8 ) - 

x+ 2 

0 (2* - 1)(3 - 2x) 
l)x(x - ])(2x + 3 ) 
n) x(x 2 + 3 ) 


3 - x 
y) *(* - 3) 

w) (x - l)(l + x )(2 - 3 x) 


+3) ©)(2r- 1)(^+ l) 

p) ax + b, onde a e b sào reais dados, com a > 0 . 

q) ax + b, onde a < 0 e b sào dois reais dados. 


3. Resolva a inequafào. 

, 2 x- 1 

a) *- < 0 

Jc + 1 

x ~ 2 

c) -- > 0 

3x + 1 


, 1 — x 

b )- =3 0 

3 ~~ x 


d)(2x- l)(x + 3) < 0 


} ~ 95 0 f)x(2x- 1 ) >0 

8) (x - 2)(x + 2) > 0 h) - X ~ 1 > 5 


0-« 3 

2x — 3 


„ x - 1 

J) - - <1 

2 — x 


0 -*( 2 x- I)(x+ 1)> 0 m) ( 2 x — l)(x — 3 ) > 0 


n) (2x - 3)(x 2 + 1) < 0 o) ~4r— < 0 

x 2 + 1 

4. Dividax 3 - a 3 porx - a e concilia que x 3 - a 3 = ( x - a) ( x 2 + ax + a 2 ). 


5. Verifique as identidades. 

a) x 2 - a 2 = (x - a)(x + a) 

b) x 3 - o 3 = (x - a)(x 2 + ax + a 2 ) 

c) x - a 4 = (x - a)(x 3 + ax 2 + a 2 x + a 3 ) 


Nùmeros Reais 11 
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b) Concilia de (a) que, se A ^ 0, as rafzes de ax 2 + bx + c sào dadas pela fòrmula 

_ — b ± Va 


, c . _ —b + Va —b — Va 9 

c) oejam x t ^ e x 2 --- (A 2* 0) as rafzes de cvc + bx + c. Verifique que 


9. Considera opolinomio do2°grau ax 2 + bx + ce sejamx, e x 2 corno no item (c) doExercfcio. 
Verifique que 

ax 2 + bx + c = a(x - x^fx - x 2 ). 

10. Utilizando o Exercfcio 9, fatore o polinòmio do 2.° grau dado. 


a)x 2 - 3x + 2 
c)x 2 ~ 2x+ 1 
e) 2x 2 ~ 3x 
g)x 2 - 25 


11. Re solva a inequa^ào. 
a)x 2 - 3x + 2 <0 
c) x - 3x > 0 
e) x 2 - x - 2 & 0 
g) x 2 - 4x + 4 > 0 
0 4x 2 — 4x 4- 1 < 0 


b) x 2 ~ x 2 

d) 2 — 6x + 9 

f) 2x - 3x + 1 
h) 3x 2 + x - 2 
j ) 2x 2 - 5x 


b) x - 5x + 6 Ss 0 
d) x 2 - 9 < 0 
j) 3x 2 + x - 2 > 0 
h)3x 2 - x^O 
j) 4x 2 - 4x + 1 0 


12. Considera o polinòmio do 2° grau ax 2 + bx + c e suponha A < 0. Utilizando o item (a) do 
Exercfcio 8, prove: 

a) se a > 0, entào ax 2 + bx + c > 0 para todo x. 

b) se a < 0, entào ax 2 + bx + c < 0 para todo x. 


13. Resolva a inequa^ao. 

a) x 2 + 3 > 0 

c) x 2 + x + 1 0 

e) (x - 3)(x 2 + 5) > 0 

g)x(x 2 + 1)=*0 

, 2x - 3 

t) —s - > 0 


b)x 2 +x + l > 0 
d) x + 5 « 0 

f) (2x + 1)(jc 2 + x + 1)^0 
h) (1 - x)(x 2 + 2x + 2) < 0 


x z + x + 1 


* 5 <=> 5x + 3 2* 5(x 2 + 1) 


14. Prove: 
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15 . A afirma^ào: 

x 2 + x + 1 -) , 

“para todo x reai, x + 2, --— >3 <=> x l + x + l > 3(x - 2) 

é falsa ou verdadeira? Justifique. 

16. Suponha que P(x) = a^x 1 + a jx" ~~ 1 + ... + a n _ , x + a n seja um polinòmio de grau n, 

com coeficientes inteiros, isto é, a 0 # 0, a 2 , .... o n sào numeros inteiros. Seja a um 

numero inteiro. Prove que se a for raiz de P(x), entào a sera um divisor do termo indepen- 
dente a n . 

17. Utilizando o Exercfcio 16, determine, caso existam, as rafzes inteiras da equagào. 

a)x 3 + 2x 2 + x~ 4 = 0 b)x 3 -x 2 + x + 14-0 c)x 4 - 3x 3 + x 2 + 3x = 2 

d) 2x 3 — x 2 — 1 — 0 e) x 3 + 2 + x — 14 = 0 f) x 3 + 3x 2 — 4x — 12 = 0 

18. Seja P(x) um polinòmio de grau n. Prove: 

a é raiz de P(x ) « P(x) é divisfvel por x - a. 

(Sugestào: dividindo-se P (x) por x - a, obtém-se um quociente Q (x) e um resto R, R constante, 
tal que P (x) = (x - a) Q (x) + R. 

19. Fatore o polinòmio dado. 

a) x 3 + 2x 2 — x — 2 b) x 4 — 3x 3 + x 2 + 3x — 2 c ) x 3 + 2x 2 — 3x 

d) x 3 + 3x 2 - 4x - 12 e) x 3 + 6x 2 + llx + 6 f)x 3 - 1 

20. Resolva a inequafào. 

a)x 3 - 1 > 0 b)x 3 + 6x 2 + llx + 6 < 0 

c) x 3 + 3x 2 - 4x - 12 5* 0 d) x 3 + 2x 2 - 3x < 0 

21. A afirma 9 ào: 

“quaisquer que sejam os reais x e >’, x < y <=> x 2 < > 2 ” 
é falsa ou verdadeira? Justifique. 

22. Prove que quaisquer que sejam os reais x e y, x < y <=> x 3 < y 3 . 

23. Neste exercfcio voce deverà admilir corno conhecidas apenas as propriedades (Al) a (A4), (MI) 
a (M4), (D), (Ol) a (04), (OA) e (OM). Supondo x, >’ reais quaisquer, prove: 

a) x • 0 = 0. 

b) (Regra dos sinais) 

(-x) >• = —xy; x (-y) = —xy; (-x) (->’) = xy. 

c) x 2 2 * 0. 

d) 1 >0. 

e) x > 0 <=> x -1 > 0. 

f) (Anulamento do produto) 
xy = 0 <=> x = 0 ou >■ = 0. 

8) x 2 = >' 2 <=> x = y ou x=-y 

h) Se x 2* 0 e y 2* 0, x 2 = y 2 <=> x = y. 
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1.3. Mòdulo de um Nùmero Real 

Seja x um numero reai; definimos o mòdulo (ou valor absoluto ) de x por: 

lxl = ( * Se -* 5 * 0 
[~x se x < 0 . 

D e acordo com a definito aeima, para todo *, I * I 3= 0 , isto é, o mòdulo de um nùmero 
reai e sempre positivo. 

EXEMPLO 1. 


a) 151 = 5. 


b) 1-31 = -(- 3 ) - 3 . 


EXEMPLO 2. Mostre que, para todo x reai, 


lxl 2 =x 2 . 


Solugào 

Se x s* 0,1 x I = x e dai I x I 2 = x 2 . 

Se x < 0,1 x I = x e dai I x I 2 = (— x ) 2 = x 2 . 

Assim, para todo x reai, I x I 2 = x 2 . 

Lembrando que indica a raiz quadrada positiva de a (a & 0 ), segue do exemplo an- 
tenor que, para todo x reai. 


\Sx z =lxl 


EXEMPLO 3. Suponha a > 0 . Resolva a equagào 


Solugào 


Como I x I s* 0 e a > 0, 


Mas I x I 2 = x 2 , assim 


I x\ = a <=> I x f 2 = a 2 . 


I x I - a « x 2 = a 2 <=> (x - a) (x + a) = 0 <=> x = a oux = 


Portanto, 


\x \ — a »r = floux= —a. 


Numeros Reais 15 


EXEMPLO 4. Resolva a equa?ào I 2x + 1 I = 3. 
Solugào 


2x + 1 = 3 [ x = 1 

2x + Il = 3 « < ou <=> < ou 

2 x + 1 = —3 x = - 2 . 


i 2x + 11 = 3 <£=> x = loux = —2. ■ 

Sejam lej dois numeros reais quaisquer. Definimos a distància de x a por I x — y I. 
Sendo P e Q os pontos do eixo Ox de abscissas x e y, e u o segmento de extremidades 0 e 1, 
I x - y I é a medida, com unidade w, do segmento PQ. 


De I x I = I x — 0 I, segue que I x I é a distància de x a 0. 

Seja r > 0; o próximo exemplo nos diz que a distància de x a 0 é menor que r se, e so¬ 
rtente se, x estiver compreendido entre — r e r. 

EXEMPLO 5. Suponha r > 0. Mostre que 


Solugào 


Portanto, 


I x I < r <=> -r<x<r. 


I x I < r <=> I x I 2 < r 2 x 2 < r 2 


x 2 < r 2 <=> (x - r)(x + r) < 0 « -r < x < r. 


I x I < r « ~r < x < r. 


EXEMPLO 6 . Resolva a inequa^ào I x I < 3. 
Solugào 


Pelo Exercicio 5, 


lxl<3 <=> -3<x<3. 


EXEMPLO 7. Elimine o mòdulo em 


I x - p I < r (r > 0 ). 
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Solugào 

lx-p\<r&-r<x-p<r& p - r<x< p + r. 

Assim, 

\x~p\< r <^p-r<x<p + r. 

(A dìstància de xapé estritamente menar que r se, e semente se, x estivar estrìtamente 
compreendido entre p - r e p + r.) “ 

EXEMPLO 8 . Mostre que quaisquer que sejam os reais x&y 

ìxy I = Ixlly I. 

(O mòdulo de um produto é igual ao produto dos módulos dosfatores.) 

Solugào 

\ xyl 2 = (xy) 2 = x 2 y 2 = \ x \ 2 \y\ 2 = (\ x \\y |) 2 . 

Como Ixyl^Oelxllyl^O resulta 

I xy I = I * 11 y |. 

Antes de passarmos ao próximo exemplo, observamos que, para todo * reai, 

* I x I e -x * I x I. (Verifique.) a 

EXEMPLO 9. (Desigualdade triangular.) Quaisquer que sejam os reais xey 

\x + y\^\ x \ + \y\. 

(O mòdulo de urna soma é menor ou igual à soma dos módulos das parcelas.) 

Solugào 

Sex + y&O f lx + >>l = x + y«lxl + ly|. 

Se X + y < 0,1 X + y | = -(x + y) = -X - y ^ | * | + | y [. 

Assim, quaisquer que sejam os reais x e y. 

I* + y\ Ixl + lyl. u 

EXEMPLO 10. Elimine o modulo emlx—ll + lx + 21. 

Solugào 



-2 


Numeros Reais 17 


Para x < -2, x - 1 <0ex + 2<0, assim 

Ix- 1 I + lx + 2! = -(x - 1) - (x + 2) = -2x- 1. 


Para -2 *sx < 1, x - 


1 < 0 ex + 2 ^ 0 , assim 
1 I + I x + 2 I = -(x - 1) + (x + 2) = 3. 


Para x 2* 1, x - 1 ^0ei + 2>0, assim 


I x - 1 I + Ix + 2 I = (x - 1 ) + (x + 2 ) = 2 x + I. 


Conclusào 


Ix — Il + Ix + 21 = 


- 2 x “1 se x < —2 
3 se -2 ^ x < 1 

2 x + 1 se x > 1 


Exercicios 1.3 - 

1. Elimine o mòdulo. 

a) I-51 + 1 -21 
d)\a\,a<Q 

2. Resolva as equa9Òes. 

a) I x I — 2 

d) \ x — 2 \ — -1 

3. Resolva as inequagòes. 
a) I x I *£ 1 

c) I 3x - 1 I < -2 

e) I 2x 2 - 1 I < 1 
g) ! x I > 3 

i) I 2 jc — 3 I > 3 
/)lx + 11 < I 2 jc — Il 
n) I x - 3 I < x + 1 

4. Suponha r > 0. Prove: 


b) I -5 + : 
e) I —a I 


b) I x + 1 I = 3 
e) \ 2x + 3 I - 0 


b) I 2x — 1 I < 3 

d) I3jc — Il < — 

3 

f)\x- 3 I < 4 

h) I x + 3 I > 1 

y) I 2x - 1 I < x 

m) I jc — 1 I — I x + 2 I > x 

o) I x - 2 I + I x - 1 I > 1 


c) I — a I, a > 0 
f) I 2a I - I 3a ! 


c) 1 2x - 1 I = 1 
f)\x\ = 2x + 1 


5. Elimine o mòdulo. 

a) I x + 11 + I x I 
c) I 2x — ll + lx — 21 

6. Prove: 


7. Prove: 

a) ! x - v I s* I x I - I y I 
c) I ! x I - I y 11 =s£ I x - >■ I 


*) I x — 2 I — I x + Il 
d)lxl + lx—ll + lx — 21 


lx + yl = ix! + lyl <=> xy 2* 0. 


b)\x-y\^\y\ 
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1.4. INTERVALOS 

0 objetivo desta segào é destacar certos tipos de subconjuntos de IR, os intervalos, que 
serào bastante uteis durante todo o curso. 

Sejam a e b dois reais, com a < b. Um intervalo em IR é um subconjunto de IR que tem 
urna das seguintes formas: 

[a, b] = {x G U I a ss x b) 

]a, b[ = {xSR\a<x<b) 

]a, b] = (x G R I a < x ^ b} 

[a,b[= {xEU\a^x< b] 

]—oo, a[ — {x £ IR I x < a} (—oo — menos infinito) 

Observa 9 ào. -oo n ào é numero, -oc é apenas um simbolo. 

]-oc, a] = 

[a, +oc[ = {x E IR I jc =* a} 

]a, +oo[ = {re R I jc > a) 

+*[ = IR. 

Os intervalos ]a, b\, ]—oc, a[, ]a, +°°[ e ]—+oc[ sào denominados intervalos abertos ; 
[a, b] denomina-se intervalo fechado de extremidades a e b. 

EXEMPLO. Expresse o conjunto {x£lRI2x-3<x + l}em notaio de intervalo. 
Soluqào 

2x - 3 < x + 1 <=> x < 4. 

Assim, 

{xGlRI2x—3<x + 1} = ] —oo, 4[. u 

Exercicìos 1.4 - 

1. Expresse cada um dos conjuntos abaixo em notagào de intervalo. 

a) {x G R 1 4x — 3 < 6x + 2} b) {x G R11* I < 1} 

c) {x G R 11 2x - 3 I « 1} rf) {x G R I 3x + 1 < -} 

3 

2. Determine r > 0 de modo que ]4 - r, 4 + r[ C ]2, 5[. 

(■ Lembre-se: AC B <=> A é subconjunto de B.) 

3. Sejam a < b dois reais epC]a, b[. Determine r > 0 de modo que ]p - r, p 4- r[ C ]a, b[. 

4. Expresse o conjunto das solu0es da inequaijào dada em notasào de intervalo. 

a) x 2 — 3x + 2 < 0 b) 2X ~ 1 > 0 

x + 3 

c) X 2 + x + 1 > 0 d) X 2 - 9 SS 0 
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1.5. Propriedade dos Intervalos Encaixantes e 
Propriedade de Arquimedes 

A seguir destacaremos duas propriedades fundamentais dos numeros reais e cujas de- 
monstra^òes serào apresentadas no Apèndice 1. 

Propriedade dos Intervalos Encaixantes. Seja [a 0 , b 0 J, [a x , b x \, [a 2 , b 2 ],..., [a n , b n \,... 
urna seqiiència de intervalos satisfazendo as condi?òes: 

(i) [do* Ò 0Ì D [«l» *>{\ 3 b 2 ]D ...D [ a n , b n ] D ... 

(ou seja, cada intervalo da seqiiència contém o seguinte); 

(ii) para todo r > 0, existe um naturai n tal que 

b n ~a n <r 

(ou seja, à medida que n cresce o complimento do intervalo | a n , b n ] vai tendendo 
a zero). 

Nestas condÌ 9 oes, existe um ùnico reai a que pertence a todos os intervalos da se- 
qiiéncia, isto é, existe um ùnico reai a tal que, para todo naturai n,a n ^a^ b n . 

Propriedade de Arquimedes. Se x > 0 e >’ sào dois reais quaisquer, entào existe pelo 
menos um nùmero naturai n tal que 

nx > 

EXEMPLO 

a) Para todo x > 0, existe pelo menos um naturai n tal que — < x. 

n 

b) Para todo reai x existe pelo menos um naturai n tal que n > x. 

Solugào 

a ) Como x > 0, por Arquimedes, existe um naturai n tal que nx > 1 e, portanto, — < x. 

n 

( Observe : nx > 1 => n 4^ 0.) 

b) Como 1 > 0, por Arquimedes, existe um naturai n tal que n> x. ■ 

1.6. Existència de Raizes 

Inicialmente, observamos que se [a 0 , b 0 ], [a x , b x \, [a 2 , b 2 \, ..., [a n , b n \, ... for urna 
seqiiència de intervalos satisfazendo as condigòes da propriedade dos intervalos 
encaixantes e se para todo n, a n > 0 e b n > 0, entào a sequència de intervalos [ ab^], 
[a 2 , b x ], [a 2 , b 2 ), ..., [a%, b %], ..., também satisfarà aquelas condi^Òes (verifique). 

Antes de apresentar o próximo exemplo, lembramos que por um digito entendemos um 
naturai pertencente ao conjunto {0,1, 2, 3, ..., 9}. 
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EXEMPLO 1. Mostre que a equagào x 2 = 2 admite urna ùnica raiz positiva a. 
Solugào 


Seja A 0 o maior naturai tal que 


A§^2(A 0 =l) 


(A 0 + ir >2 (A 0 + 1 = 2, 2 2 > 2). 
Fa§amos, agora, a 0 = A 0 e b Q = A 0 + 1. Seja A^ o maior digito tal que 


u+a 

l 10 


2 (A x = 4; (1,4) 2 < 2 < (1,5) 2 ). 


Fa^amos: 


flj = A 0 + — e bt ~ A 0 + - + - . 

1 u 10 1 0 10 


af *£ 2 < /> 2 . 


{Observe-. a t - 1,4 tb x = 1,5). 
Seja A 2 o maior digito tal que 


A) + + -p-ì « 2 (A 2 = 1; (1,41) 2 < 2 < (1,42) 2 ). 


Fa^amos: 


«2 = ^0+ ~ + -\tb 2 =A 0 + A + 

2 0 10 IO 2 2 0 10 IO 2 


{Observe\ a 2 = 1,41 e b 2 = 1,42.) 
Assim, 


af =£ 2 < * 2 . 


Prosseguindo com este raciocmio, obteremos urna sequéncia de intervalos [a 0 , fc 0 ], 
[aj, èj], [a„, b n \ satisfazendo as condigòes da propriedade dos intervalos encaixantes 

(observe que b n - a n = A- e quando n cresce b n - a n tende a zero). Assim, existe um 
ùnico reai a tal que, para todo n. 


e, portanto. 


a„ a =£ b„ 


bl. 
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Mas a é o unico reai tendo està propriedade, pois, [aj, b$], [af, bf], [al, è 2 ], ... 
também satisfaz as condigòes daquela propriedade. Como, para todo n, 

al ^ 2 < bl 

2 j 

segue-se q U e a = 2. Fica provado, assim, que existe um reai a > 0 tal que a = 2. Veja- 
m os, agora, a unicidade. Suponhamos que (3 > 0 também satisfarà a equagào; temos 



Demonstragào. E deixada para o leitor [sugestào: siga o raciocmio utilizado no exemplo 
anteriori. ■ 

Notando. Sejam a > 0 um reai e n s* 1 um naturai. O ùnico reai positivo a tal que a 1 = a é 
indicado por tfa. Dizemos que a é a raiz n-ésima (ou de ordem n) positiva de a. 

Sejam a>Qeb> Odois reais, m^len^l dois naturais epum inteiro. Admitiremos 
a familiaridade do leitor com as seguintes propriedades das rafzes: 

( 1 ) %a tb = Ìob 

( 2 ) tfaP - ”Ì^P 

(3) = m ?ja 

(4 ) a<b <=> < tfb. 

EXEMPLO 2. Seja a um reai qualquer. Mostre que se n for fmpar, n naturai, entào existe 
um ùnico reai a n = a. 

Solando 

Se a > 0, pelo teorema anterior, existe um ùnico a > 0 tal que a n = a. Por outro lado, 
para todo /3 < 0, fi 1 <0 (pois estamos supondo n fmpar). Segue que o a acima é o ùnico 
reai tal que a n ~ a. 

Se a < 0, existe um ùnico reai (3 tal que 0 1 = -a e dai (-jS)" = a (lembre-se que (- {3) n = 
"J3”). Assim, —/3 é o ùnico reai tal que (— (3) n = a. 

Notando. Se n for fmpar e a um reai qualquer, o ùnico a tal que a 1 = a é indicado por \fa. ■ 
EXEMPLO 3. Calcule. 


a) ÌFS 


b) #16 
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Soluqào 

a) f—8 = -2 [( 2) 3 = -8] b)H 16=2 

(Lembre-se: fi 6 indica a raiz positiva de ordem 4 de 16.) ■ 

EXEMPLO 4. Verifique que 

a - b = ( fa - fb ) ( fa 2 + fab + fb 2 ). 

Solando 

a - b= (fa) 3 - (fb) 3 

= x 3 ~y 3 (x = fZ ey = fb) 

= (x-y)(x 2 + xy + y 1 ) 

= (fa — fb)(fa 2 + fab + Ijb 2 ). 

Assim: 

a - b = (fa - fbxfa 2 + fab + V^"). ■ 

Observa?ào. Veja urna forma interessante de fixar a identidade acima: 

a 3 ~b 3 = (a- b) ( a 2 + ab + b 2 ) 
agora, extraia a raiz cùbica de todos os termos desta identidade. 

Jà vimos que a equagào x 2 — 2 nào admite soluqào em Q; corno fi é raiz de tal equa- 
?ào, resulta que fi nào é racional, isto é, fi é um nùmero irracional. 

Ob serve que jc =2 ter soluqào em IR é urna conseqiiència da propriedade dos intervalos 
encaixantes', corno està equaqào nào admite soluqào em Q, isto significa que o corpo orde- 
nado dos racionais nào satisfaz tal propriedade. Està é a grande falha dos racionais. A gran¬ 
de diferenqa entre o corpo ordenado dos reais e o dos racionais é que o primeiro satisfaz a 
propriedade dos intervalos encaixantes e o segundo, nào. 

Os dois próximos exemplos mostram-nos que entre dois reais quaisquer sempre existem 
pelo menos um racional e pelo menos um irracional. 

EXEMPLO 5. Sejam xey dois reais quaisquer, com x < y. Entào, existe pelo menos um 
irracional t tal que x < t < y. 

Soluqào 

x é racional ou irracional; suponhamos inicialmente jt irracional. Temos 

x<y <=> y - * > 0 . 

Por Arquimedes, existe um naturai n tal que 

— < y — x, dai x + — < y. 

- n 


n 
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Como - > 0, X < X 
n 


— ; tomando-se t = x + — tem-se x< t <y 
n n 



com t irracional (a soma de um racional com um irracional é irracional). Suponhamos, agora, x 

fi 

racional. Por Arquimedes existe um naturai n tal que —— <y — x\ tomando-se t = x H- 

n n 

tem-se x<t<y, com t irracional. ■ 

EXEMPLO 6. Sejam x, y dois reais quaisquer com x < y. Entào existe pelo menos um ra¬ 
cional r com x < r < y. 

Soluqào 

l.°Caso:0<x<y 

Por Arquimedes existe um naturai k, com k > y; ainda, por Arquimedes, existe um natu¬ 
rai n tal que 

* * 

— <y-te - < x. 
n n 



Sejam a\ = —, a 2 — —, 03 = —, ..., = —, ..., a n = k\ seja j o maior indice tal 

n n n n 

k 

que a • ^ x; assim a ■ + 1 > x e corno a - + 1 = a • + — < x + (y - x) = y, resulta x < a: + 1 < y 

j j j j n - j 

tomando-se t = aj + j, tem-se x < t< y, com t racional. 

2. ° Caso: x < 0 < y 

Basta tornar r = 0. 

3. ° Caso: x < y < 0 

jc < y < 0 0 < -y < -x 

Pelo l.° caso, existe um racional s tal que 

-y < S < -X. 
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Portanto 


coni —s racional. 

4.°Caso: x = Oou y = 0 
Fa$a voce. 

Exercicios 1.6 — 


X < — s < y 


1 ■ Prove que a soma de um racional com um irraeional i um irracional. 

2. Opmdu .0 de um raciona. diferenie de zero com um uraciona, é racional ou in-ucionai? lasci 

3. Prove que é irracional. 

a) V6 h) + ^3 

4 ' X ~ + ^' 2 + V? é racional ou irracional? Justifique. 

5. Verifique as identidades onde x > 0 e y > 0. 

a) x - y = (Vi - Vv) (4x + Vv) 

b) x-y= +4^y+il^2 +^3) 

6. Determine urna aproximagto perlai,a, com duas casas decimais exalas. de ì/iò. 

7. Prove: se para lodo r > 0, r reai, I „ - * | < r , enBo a _ b 

8. Sejam at, y dois reais quaisquer conir >0ey>0, Moslre que 


9. Sejam x, >■ dois reais quaisquer, com 0 < x < y. Prove 

yjy ~ X > ^Jy - -\f x . 

10. Seja e > 0 um mal dado. Prove que quaisquer que sejam os reais posriivos ir e * «m-se: 


U - yi < e 2 


l-VJf - yly | < e . 


11. Sejam x, y dois reais quaisquer, com 0 < x < y. Prove 


tfy-x > l 


yy-Vx. 


12. A afirmafào: 

“para todo reai x s* 0, x s* yfx " 
é falsa ou verdadeira? Justifique. 
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2 

Fungòes 

2.1. FUNgÒES DE UMA VARIAVEL REAL A VALORES REAIS 

Entendemos por urna fun^ào/uma terna 

(A, B, a *— b) 

onde A e B sào dois conjuntos ea^*b, urna regra que nos permite associar a cada elemento a de 
A um ùnico b de B. 0 conjunto A é o dominio de/e indica-se por Dp assim A = Dp O conjunto 
Bé o contradommio de/ O ùnico bdeB associado ao elemento a de A é indicado por/ (a) (leia: 
/ de a)\ diremos que /(a) é o va/or que/assume em a ou que/(a) é o valor que /associa a a. 

Urna fungào/de dominio A e contradommio B é usualmente indicada por/: A—>B (leia: 
/de A em B). 

Urna jìingào de urna variàvel reai a valores reais é urna fungào/: A—>B, onde AeB sào 
subconjuntos de IR. Até men^ào em contràrio, só trataremos com fungòes de urna variàvel 
reai a valores reais. 

Seja /: A—* B urna funsào. O conjunto 

Gf= {(x,/(x)) I x £ A} 

denomina-se gràfico de/; assim, o gràfico de/é um subconjunto do conjunto de todos os 
pares ordenados (x, y) de numeros reais. Munindo-se o plano de um sistema ortogonal de 
coordenadas cartesianas, o gràfico de / pode entào ser pensado corno o lugar geomètrico 
descrito pelo ponto (x,/(x)) quando x percorre o dominio de/. 



Observa^ào. Por simplificagào, deixaremos muitas vezes de explicitar o dominio e o con- 
tradominio de urna fun^ào; quando tal ocorrer, ficarà implicito que o contradommio é U e o 
dominio o “maior” subconjunto de IR para o qual faz sentido a regra em questào. 

É usuai representar urna fungào/de urna variàvel reai a valores reais e com dominio A, 
simplesmente por 

y = /(x),x£ A. 

Meste caso, diremos que rèa variàvel independente, e y, a variàvel dependente. E usuai, 
ainda, dizer que y é fun?ào de x. 

EXEMPLO 1. Seja y = /(x),/(x) = x 3 . Tem-se: 

a) U. 

b) 0 valor que/assume em x é/(x) = x 3 . Està fungao associa a cada reai x o numero reai 

/(*) = x 3 . 

c) /(- 1) = (-1) 3 = -l;/(0) = o 3 = 0;/(l) = l 3 = 1. 

d) Gràfico de/ 

Gj = {(x, >■) I y = x 3 , x e IR). 

3 

Suponhamos x > 0; observe que, à medida que x cresce, y também cresce, pois y = x , 

sendo o crescimento dey mais acentuado que o de x (veja: 2 3 = 8; 3 3 = 27 etc.); quando x se 

3 3 

aproxima de zero, y se aproxima de zero mais rapidamente quex ((1/2) = 1/8; (1/3) = 1/27 
etc.). Està anàlise da-nos urna idéia da parte do gràfico correspondente ax > 0. Para x < 0, é só 
observar que/(—x) = -/(x). 


X 

fix) 

0 

0 

1 

2 

1 

8 

1 

I 

2 

_ 1 

T 

8 

_ 1 

8 

- 1 

- 1 

- 2 

- 8 



EXEMPLO 2. Seja /a fun 9 ào dada por /(x) = Vx , Tem-se: 

a) D f = (r£ U 1x5=0}. 

b ) j( 4 ) = ^4 = 2 (o valor que/assume em 4 é 2). 

C) /(f 2 ) = *Jf2 = I t I. 

d) /(x + 3) = yfxTÌ, x ^ -3. 
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e) Gràfico de f 

A funfao/é dada pela regra x>-+y, y = fix. Quando x cresce, y também cresce sendo 
o crescimento de y mais lento que o de * (V? = 2 , Vl 6 = 4 , VS 4 = 8 etc.); quando * se 
aproxima de zero, y também se aproxima de zero, so que mais lentamente que * ( ^/i = X. 



EXEMPLO 3. Considere a fungào g dada por y = —. Tem-se: 

x 

a) D g = {x e IR I x * 0}. 

b) Està funfào associa a cada x * 0 o reai g (*) = A, 

1 X 

c) g(x + h) = ——, x¥=-h. 

x + h 

d) Gràfico de g 

Vamos olhar prùneiro para x > 0; à medida que x vai aumentando, y = I vaiseaproxi- 

1 T x 

mando de zero (x = 10 <-»■ y = — : x = 100 k» v = 1 ^ 

10 ” ioo etc 0> a medida que x vai se aproxi- 

mando de zero, y = - vai se tornando cada vez maior (x = ~ -»>> = 2; x = — ^ > . = ]0- 
= 755^ = 100 eteo. v ocè ja «leve ter uma idéia do que acontece para x < 0. 
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EXEMPLO 5. (Fungào constante .) Urna fui^ào jy =/( x), x&A, dada por/(x) =k,i fc cons¬ 
tante, denomina-se fiingào constante. 

a ) /(*) = 2 é urna fungào constante; tem-se: 

(i) Dj = IR (ii) Gràfico def 

G f = {(*./(*)) I x e R> = {(*, 2) I jc e 0?}. 

O gràfico def é urna reta paralela ao eixo x passando pelo ponto ( 0 , 2 ). 




EXEMPLO 6 . Seja f(x) = { ! se * 38 ° 
J y {-1 se jc < 0 

Tem-se: 

à)Df-m R 
b) Gràfico def 



Observe que ( 0 , 1 ) pertence ao gràfico def mas ( 0 ,- 1 ) nào. 


FunqÒes J1 


EXEMPLO 7. (Fungào linear.) Urna fun§ào/: R -* IR dada por/(x) = ax, a constante, 
denomina-se funqào linear, seu gràfico é a reta que passa pelos pontos ( 0 , 0 ) e ( 1 , a): 



Se a = 0, o gràfico de/coincide com o eixo x. 

EXEMPLO 8 . Esboce os gràficos. 

a)f(x) = 2x. b) g (x) = ~2x. c)h(x) = 2\x\. 

Soluqào 

a) O gràfico defé a reta que passa pelos pontos ( 0 , 0 ) e ( 1 , 2 ). 



b) O gràfico de g é a reta que passa pelos pontos ( 0 , 0 ) e ( 1 , — 2 ). 
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c ) Primeiro eliminemos o modulo 




f 2x se x ^ 0 
j — 2x se x < 0 



EXEMPLO 9. (Fungào afim.) Urna fungào/: U IR dada por >’ = ax + b, a e è constan¬ 
te denomina-se/zmfdo afim. Seu gràfico é a reta que passa pelo ponto (0, b) e é paralela à 
reta >' = ax. m 

EXEMPLO 10. Esboce o gràfico de/(jc) = | x — 11 + 2. 

Solugào 

Primeiro eliminemos o mòdulo 



1 + 2 sex3*l f( f x + 1 se x > 1 
D + 2 sexd ou /U) “j-x + 3 se x < 1. 


Agora, vamos desenhar, pontilhadas, as retas y — x + 1 e y = —x + 3 e, em seguida, mar¬ 
car, com trafo firme, a parte que interessa de cada urna: 



para x s* l,/(x) = x + 1 
parax < l,/(x) = -x + 3 


Sempre que urna fungào for dada por vàrias sentengas, voce poderà proceder desta forma. 

Um outro modo de se obter o gràfico de fé o seguinte: primeiro desenhe pontilhado o 
gràfico de y = I x I; o gràfico de y = I x — Il obtém-se do anterior trarisladando-o para a 
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direita de urna unidade; o gràfico de/obtém-se deste ultimo transladando-o para cima de 
duas unidades. 



EXEMPLO 11. (Fungào polinomial ) Urna fungào/: U -> IR dada por 

fix) = ao x n + a ]X n ~ 1 + ... + a n _ l x + a n 

onde a 0 *= 0, a h a 2 ,..., a n sào numeros reais fixos, denomina-s e fungào polinomial de grau 
n(nE N). 

a ) /(■*) ~ x ~ 4 é urna fungào polinomial de grau 2 e seu gràfico é a paràbola 



O gràfico de urna fungào polinomial de grau 2 é urna paràbola com eixo de simetria 
paratelo ao eixo y. 

b) 8 (x) = (x - 1) é urna fungào polinomial do grau 3; seu gràfico é obtido do gràfico de 
y = x , transladando-o urna unidade para a direita. 
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C)f(x) 1? 1 é urna fun^ào polinomial do grau 4; seu gràfico tem o seguiate aspetto: 





EXEMPLO 12. (Fun ( ào racional.) Vmafun ( ào racionalf é urna fungào dada por 
f( ^ _ PÌ X ) 

1 (X) - ~q(x) ° nde pegsao duas polinomiais; o dominio de fé o conjunto 

r rm I . / \ / aì 


{x e IR I q (x) * 0}. 


a ) f(x) x é uma fun^ào racional definida para todo x 0. Como f{x) = 1 + —, 

segue que o gràfico de fé obtido do gràfico de y = transladando-o uma unidade para 
cima (veja Exemplo 3). x 



x 2 i 

*) 8 ^ = x é uma fun eà° racional com dominio {* G IR I * * 0}. Observe que 

g(x) = x + -.À medida que UI vai crescendo, ~ vai se aproximando de zero e o gràfico 
de g vai, entào, “encostando” na reta y = * (por cima se * > 0; por baixo se*<0).À me¬ 


dida que * se aproxima de zero, o gràfico de g vai encostando na curva y = -. 

x 
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c) Kx) - — 2 é uma fun^ào racional com dominio {x e IR I x * - 2). O gràfico dehé 
obtido do grafico de y — , transladando-o duas unidades para a esquerda. 
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Temos assim a fun^ào/: A—>B dada por 



Observa^ào. A escolha de A e B acima nào é a ùnica possivel. Quais as outras possibili- 
dades? a 

EXEMPLO 14.0 conjunto H = {(x, j) E (R 2 1 2x + 3y = 1} é gràfico de fun 9 ào? Em caso 
afirmativo, descreva tal fungào. 

Solugào 

2x + 3y = 1 <=> y = -——; segue que Hé o gràfico da fungào dada por y — -——. ■ 
2 ,, 3 3 

Notando. O simbolo ÌR é usado para representar o conjunto de todos os pares ordenados de 
numeros reais, IR 2 = {(jc, y)Uj6R}. 

Observagào. Sejam H um conjunto de pares ordenados eA = {x E (R I E IR com (x, >>) 
£ H}. Entào H é gràfico de fungào se, e somente se, para cada x em A, existe um ùnico y, 
com (x, y) G H. 


É gràfico de fungào Nào é gràfico de fungào. 

Antes de passarmos ao próximo exemplo, lembramos que a distància d entre os pontos 
(% >’ 0 ) e (jcj, ;yj) é definida por 

à = VUi “ *o ) 2 + (yi ~ >’o ) 2 

Veja 
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Pois bem, a circunferència de centro (a, b ) e raio r (r > 0) é, por definito, o lugar geo¬ 
mètrico dos pontos do plano cujas distàncias a (a, b) sào iguais a r. Assim, a equagào da 
circunferència de raio r e centro (a, b) é 

(x - a) 2 + (y - b) 2 = r 2 . 

EXEMPLO 15. Esboce o gràfico da fungào/dada pela regra x •-» y, onde x 2 + y 1 = 1 , p 0. 
Solugào 

x 2 + > 2 = ley^0 => y = — x 2 . A fungào/é dada por 

y = -ì/l - x 2 , — 1 x *£ 1. 

Comor 2 + y 2 = 1 <=> (x - 0) 2 + (y — 0) 2 = l 2 , segue-se quex 2 + y 2 = 1 é a equagào 
da circunferència de centro na origem e raio 1 ; o gràfico de/é a parte desta circunferència 
correspondente a y 5* 0. 



EXEMPLO 16.0 conjunto H = {(x, y) £ IR 2 I x 2 + y 2 — 2y = 0} é gràfico de fun 9 ào? Por 
que? 

Solugào 

x 2 + y 2 - 2y = 0 <=> x 2 + y 2 - 2y + 1 = 1 <=> x 2 + (y - l) 2 = 1 que é a equa 9 ào da 
circunferència de centro (0, 1) e raio 1. Temos 

x 2 + 0 - l) 2 = 1 oy = l + yjl - x 2 . 

Assim, para cada x £ ] -1, 1 [ existe mais de um y, com (x, y) GH\H nào é gràfico de 
fun9ào. 



1 
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Exercfcios 2.1 


a) /(—1) e fy—J sendo/(x) — —x + 2x 


b) g (0), g (2) e < gW2) sendo g (x) = 2 ^ 

0 /(« + »-/(<■-*) sendo/w = Je «i, *0 

ab 

«0 /l it.W-/»-») sendo/(*) = 3* + 1 eoi, * 0 

ab 


2. Simplifique ^(x # p) sendo dados: 
x- p 

a) / (x) = x 2 e p — 1 
c) /(x) = x e p qualquer 
e) /(x) = 2x + 1 e p - -1 
g) /(x) = x 3 ep = 2 

3 

0 /(x) = x e p qualquer 


A)/(x)=x z ep = -1 
ùO /(x) - 2x + 1 ep = 2 
/) /(x) = 5 cp = 2 
h) f(x) = x 3 ep = -2 

;) /(x) = - ep = 1 


/) f(x) = -ep = 2 
x 

«) /(X) = -i- e p = 3 


m) /(x) = x - 3x e p = -2 
o) f(x) = ep = -3 


p) /(x) = - ep # 0 


<?) /(x) = -y ep * 0 


3. Simplifique 


/(x + A) - /(x) 


(A 7^ 0) sendo /(x) igual a 


a) 2x + 1 
d)x 2 

s) * 2 ~ ** 

/) 2x z + x + 1 
n) x 3 + x 2 - x 


b) 3x - 8 
e) x 2 + 3x 
A) x 2 - 2x + 3 


c) -2x + 4 

» -* 2 ,+ 5 

0 -2x- + 3 

m) x 3 + 2x 


<?) 2x J — x 


4. De o dominio e esboce o gràfico. 

a) /(x) = 3x 
c) h (x) = -x + 1 
e) g (x) = —2x + 3 

g) /(x) = -2 

0 f(x) = -~x 

p. r* \ \ 2x se x *£ — 1 

0 ^i-x + 1 se x > — 1 

ri) /(x) = lx + 21 


A) g (x) - -x 
d) f(x) = 2x + 1 
/) g(x) = 3 

A) A (x) - -x + - 
3 3 


/) iW = 


x se x 2 
3 se x > 2 


m) h (x) = I x - 1 

r 2 - 

o) A (x) = —- 
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p) g(x) = 
r) g(x) = - 


x 2 - 2x + 1 

x - 1 
Ix - Il 


q) 8 (*) = - 


*) f(x) = ■ 


^ Considere a fun?ào/(x) = I x - 11 + I x - 2 I. 

f—2x + 3 se x «5 1 

a) Mostre que /(x) = l 1 se 1 < x < 2 

[ 2x - 3 se x 5= 2 

b) Esboce o gràfico de/ 

6. Esboce o gràfico. 

a) f(x) = Ixl + lx —21 

c) >* = Ifxl - 1 I 

7. Olhando para o gràfico de/, estude o sinai de/(x). 

a) /(x) = x - 3 
c) /(x) = 3x + 1 
e) /(x) = x + 3 
g) f(x) = ax + b {a > 0) 

8. Estude a varialo do sinai de/(x). 

a) /(x) = (x - 1) (x + 2) 
c ) /(x) = X (1 - x) 

.)/<*>-4± 

X + 1 

s,/w= ^ 

oyw-isiz» 

X + 1 

l) /(x) = (2x - 3) (x + 1) (x - 2) 

Determine o dominio. 


b) g (x) = I x I — 1 
d) f (x) = I x + 1 I - I 


b) /(x) = -2x + 1 
d) /(x) = -3x - 2 
f) /(x) = -&*+! 

A) /(x) = ax + b (a < 0) 


b) f(x) = (2x + 3) (x + 1) 
d) /(x) = ( x + 2) (x - 3) 

/) /(x) = T~T“ 

1- 2x 

..... 2x +1 
A) /(x) =-- 


j) /(x) = - 


ni) /(x)= 


x z + 1 
2x — 3 

(1 - x)(l - 2x) 


«) /(x) = —4 

X - 1 

c) g (x) = 2 * 


e) A (x) = Jx + : 


/) (x) = ■ 


0 y = ^/x 2 - J 

0 = 

«) j = Jf 2 - 1 


A) y = 4- 

V x + 3 

» y = V'x (2 - 3x) 


»0 >’ = 6 - 

x + 2 
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p) y~ V 4 - * 2 

r) y = Jx-Ì + f3 - x 
0 y = VT - V5^27 


?) y = V 5 “ 2 jc 2 
*) y - V^Vx 
u) y - Vx - Vi" 


10. Esboce o gràfico, 
a) /(ac) = ac 2 

<0 >’ = (* - ir 


b) y - x 4- 1 

e) y = (x + l ) 2 

i_\ .. _ . 2 


<?) y - (* + l ) 2 — 2 A) v = -jc 

y)y = l<- li /) >’=x 4 


y) y = i<- il 

n ) y - -or 3 
<?)y = x 2 lxl 


o) y = (x - 2y 


2 — (x — 2) 2 se or > 1 


c) y = x 2 - 1 
f) y = (ac - l) 2 + 1 
0 y = -(jc - 2) 2 

m) y = (oc + l) 3 
p) y = x I x I 

s) 

jc se jc > 0 


11. Considere a funfào/dada por/(;c) = x 2 4- 4x + 5. 

a) Mostre que/(x) = (x + 2) 2 + 1 
è) Esboce o gràfico de / 

c) Qual o menor valor de/ (jc)? Em que x este menor valor é atingido? 

12. Seja/(;c) = ax 2 + bx 4- c, a =£ 0. 

a) Verifique que f(x) = a (x + — ì - — onde A - b 2 - 4ac 
v 2 a) 4 a 


b) Mostre que se a > 0, entao o menor valor de f(x) acontece para x = -—. Qual o menor 

valor de /(jc)? 2a 

c) Mostre que se a < 0, entào /^— 'j = é o maior valor assumido por/. 


d) Interprete (b) e (c) graficamente. 

13. Com rela§ào à fun§ào/dada, deterxmne as raizes (caso existam), o maior ou o menor valor e 
esboce o gràfico. 


a) /(jc) = x 2 - 3* 4- 2 
c) fix) = x 2 - 4x 4- 4 
e) /(jc) = 2x 2 + 3 
g) fix) = -X 2 4- 2jc 
0 fix) = -4x 2 + 4 jc - 1 


b) /(jc) = x 2 - 4 
d) /(jc) = x 2 + 2 jc + 2 
f) /(x) = 2x 2 -3x 
h) /(jc) = -x 2 4- 4 
j) fix) = -x 2 - 4jc - 5 


14. Olhando para o gràfico, estude a varialo do sinal de/jc). 


a) /(jc) = jc 2 - l 
c) f(x) = x 2 4- JC + 1 
e) /(x) - -oc 2 - 2x - 1 
g ) /(*) = -x 2 4- 9 
. 0 /(x) = 2jc 2 - 6x + 1 
r 

15. De o dominio e esboce o gràfico. 


b) /(or) = jc 2 - 5x 4- 6 
d) /(x) = -jc 2 4- 3x 
f) fix) = x 2 + 6x + 9 
A) fix) = x 2 4- 2x - 6 
j) fix) = -x 2 + 2x - 3 


a) fix) = - 


è) y ~ —— 
x — 1 


d) y = 14-- 
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e) 

y = -2 4-- 

X 

/) 

l 

X 

g) 

1 


1 

3,1 x 4- 2 

fi) 

' x — 2 

i) 

1 

y 2 

x z 

j ) 

1 

y — 2 

x z 

A 

1 


2 

D 

> (X - l) 2 


^ (x - l) 2 


1 


v-l+ 1 

ìl) 

y ix + l) 2 


y -1 + 

x z 

P) 

y = -x 4- - 

X 

«) 

y = 1x14-- 
X 

r ) 

y ^yjx-l 

a) 

y — yjx + 2 

0 

y ~ 3/? x 

«) 

y = J* 

v) 

y - -V x" 1 

x) 



16. a) Verifique que ^1 4- jc 2 — !x! =- ,— Conclua que à medida que I x I cresce a 

,_ Ixl 4- ^14- oc 2 

diferen 9 a yj 1 4- jc 2 — Ixl se aproximade zero. 

j - 7T 

b) Esboce o gràfico de y = V 1 4- x i 

17. De o dominio e esboce o gràfico de f(x) — -Jx 2 — 1. 

(Sugestào: Verifique que à medida que I x I vai crescendo, o gràfico de/vai “encostando”, por baixo, 
no gràfico de y = Ixl.) 

18. Dè o dominio e esboce o gràfico. 


d) y — V 2 + 

è) y = yjx 2 - 4 

C), y = yjx 2 - 9 

e/) >’ = + 4 

w 

’xi 

II 

-cd. 

1 

X 

IO 

f) y = yjl — (x + 2) 2 


19. Seja/dada por x i-> y, y Ss 0, onde x 2 4- y 2 = 4. 

a) Determine/(x) b) Esboce o gràfico de/ 

20/ Esboce o gràfico da fungào y = fix) dada implicitamente pela equagào. 

a) 2 4- y 2 = 1, y 0 b) x - y 2 = 0, y 2* 0 

c) (x - l) 2 + y 2 = 4, y & 0 d) x 2 4- y 2 4- 2y = 0, y 2* -1 

e) x 2 4- y 2 4- 2x 4- 4v = 0, y « - 2 /) y + * = x, x + 1 

>’ 


21. Considere a funfào/ (x) — màx 



«) Calcule/(2),/(-l)e / 


V 

2 j 


b) De o dominio e esboce o gràfico 


22. Considere a funfào/(x) = màx{n £ Z I n « x}. {Funqào maior inteiro.) 
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a) Calcule 

23. Calcule a distància entre os pontos dados. 


a) (1,2) e (2,3) 
d) (0,2) e (0,3) 


b) (0, l)e (1,3) 
e) (-2, 3) e (1,4) 


b) Esboce o gràfico 


c) (—1, 2) e (0, 1) 
/) (DD e (2, 2) 


24. Seja d a distància de (0, 0) a (x, y); expresse d em fun^ào de x, sabendo que (x, y) é um ponto 
do gràfico de y = —. 

X j 

25. Um móvel desloca-se (em movimento retilineo) de (0,0) a (x, 10) com urna velocidade cons¬ 
tante de 1 (m/s); em seguida, de (x, 10) a (30, 10) (em movimento retilineo) com velocidade 
constante de 2 (m/s). Expresse o tempo total T (x), gasto no percurso, em fumjào dex. (Supo- 
nha que a unidade adotada no sistema de referència seja o metro.) 

26. (x, >’) é um ponto do plano cuja soma das distàncias a(—1, 0) e (1, 0) é igual a 4. 

2 2 j 

jc 4 y 4 

a) Verifique que = 1 j 

b) Supondo y 5* 0, expresse y em fun§ào de x e esboce o gràfico da fungào obtida 

27. Sejam F ] e F 2 dois pontos fixos e distintos do plano. O lugar geometrico dos pontos (x, y) \ 

cuja soma das distàncias a F l e F 2 é sempre igual a 2 k (2 k > distància de F x a F 2 ) denomina- 
se elipse de focos Fj e F 2 e semi-eixo maior k. ■ 

x 2 y 2 

a) Verifique que —=- H—=- — 1 é a equafào da elipse de focos (—c, 0) e (c, 0) e semi-eixo 
a L b A 

9 9 9 

maior a , onde è == a“ — c 


b) Verifique que —= 1 é a equaijào da elipse de focos (0, — c) e (0, c) e semi-eixo 

a z b z 

maior b, onde a 2 = b 2 ~ c 2 

c) Desenhe os lugares geométricos descritos nos itens (a) e (b) 

28. Determine o dominio e esboce o gràfico. 


a) y = V'4 - 3x 2 
c) y ~ J* - x 2 


&) /(x) = -Vl-4x 2 

*(*) = V 2 ~ 3 * 2 


29. Voce aprendeu em geometria analitica que y - y 0 = m (x - x 0 ) é a equagào da reta que passa 
pelo ponto (xq, jvq) e que tem coeficiente angular m. Determine a equa^ào da reta que passa \ 
pelo ponto dado e tem coeficiente angular m dado. 

a) (1,2) e m = 1 b) (0, 3) e m = 2 c)(-l, -2)em=-3 | 

<0(2,-l)e m = -| e)(5,2)em = 0 /) (-3,0)e w = | 

30. A reta r intercepta os eixos coordenados nos pontos AeB. Determine a distància entre AtB, 
sabendo-se que r passa pelos pontos ( 1,2) e (3, 1 )- 

31. A reta r passa pelo ponto ( 1, 2) e intercepta os eixos coordenados nos pontos A e B. Expresse 
a distància d, entre A e 5, em fun^ào do coeficiente angular m. (Suponha m < 0.) 

32. Na fabrica§ào de urna caixa, de forma cilindrica, e volume 1 (m 3 ), utilizam-se, nas laterais e 
no fundo, um material que custa $1.000 o metro quadrado e na tampa um outro que custa 
$2.000 o metro quadrado. Expresse o custo C do material utilizado, em fumjào do raio r da base. 
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33. Expresse a àrea de um triàngulo equilàtero em funfào do lado /. 

34. Um retàngulo està inserito numa circunferència de raio r dado. Expresse a àrea A do retàngulo 
em fungào de um dos lados do retàngulo. 

35. Um cilindro circular reto està inserito numa esfera de raio r dado. Expresse o volume V do 
cilindro em funi^ào da altura h do cilindro. 

(36. Um móvel é lan^ado verticalmente e sabe-se que no instante t sua altura é dada por 
^ h (/) = Al — t 2 , 0 «£ t 4. (Suponha o tempo medido em segundos e a altura em quilòmetros.) 

a) Esboce o gràfico de h 

b) Qual a altura màxima atingida pelo móvel? Em que instante està altura màxima é atingida? 

37. Entre os retàngulos de perimetro 2 p dado, qual o de àrea màxima? 

38. Divida um segmento de 10 cm de complimento em duas partes, de modo que a soma dos qua- 
drados dos comprimentos seja minima. 

39> Um ararne de 10 cm de comprimente deve ser cortado em dois peda^os, um dos quais serà 
torcido de modo a formar um quadrado e o outro, a formar urna circunferència. De que modo 
deverà ser cortado para que a soma das àreas das regióes limitadas pelas figuras obtidas seja 
minima? 

40. Um ararne de 36 cm de comprimento deve ser cortado em dois peda§os, um dos quais 
serà torcido de modo a formar um quadrado e o outro, a formar um triàngulo equilàtero. 
De que modo deverà ser cortado para que a soma das àreas das regiòes limitadas pelas 
figuras obtidas seja minima? 

2 2 2 

41. Coloque na forma (x - a) + (y — b) = r . 

a) 2 + y 2 - 2x = 0 b) 2 + 2 - x - y = 0 

c) 2x 2 + 2y 2 + x - 1 d) 2 + y 2 + 3x - y - 2 


42. Determine a para que as retas dadas sejam paralelas. 

a ) y = <jx e y = 3x — 1 b)y = (a + l)x+ley = x 

2x ^1 

c) y — —-— e y = 2ox +1 d) y — — x e y = 3ax + 4 

e) 2x + y=ley = ax + 2 f)x + ay = Oey = 3x + 2 

4^. Determine a equagào da reta que passa pelo ponto dado e que seja paralela à reta dada. 

a) y = 2x + 3 e (1, 3) b) 2x + 3y = 1 e (0, 1) 

c) x-y = 2 e (—1,2) d) x + 2y = 3 e (0, 0) 


44. Justifique geometricamente: y = nix + n (m 0) e y — m x x + n x sào perpendiculares se e 
somente se mm x = — 1. 

45. Determine a equa 9 ào da reta que passa pelo ponto dado e que seja perpendicular à reta 
^ dada. 


a) y = x e (1, 2) b)y = 3x + 2 e (0, 0) 

d) 2x+ 3y= le(l, 1) e) 3x - 2y = 0 e (0, 0) 


c) y = —3x + 1 e (— 1, 1) 

f) 5x + y-2e(0, 1) 
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2.2. Funqòes Trigonométricas: Seno e Co-seno 


Com os elementos de que dispomos até agora, ficaria muito trabalhoso definir e, em se- 
guida, demonstrar as principais propriedades das fungòes seno e co-seno. Observamos, en- 
tretanto, que apenas cinco propriedades sào suficientes para descrever completamente tais 
fungòes. O teorema que enunciamos a seguir e cuja demonstragào sera feita após estudar- 
mos as séries de potèncias resolverà completamente o problema referente a tais fungòes. 


Teorema . Existe um unico par de fungòes definidas em IR, indicadas por sen e cos, 
satisfazendo as propriedades: 

(1) sen 0 = 0 

(2) cos 0=1 

(3) Quaisquer que sejam os reais a e b 

sen (a — b) = sen a cos b — sen b cos a 

(4) Quaisquer que sejam os reais atb 

cos (a — b) = cos a cos b + sen a sen b 

(5) Existe r > 0 tal que 


0 < sen x< x<l%x tg x = 


para 0 < x < r. 


Vejamos, agora, outras propriedades que decorrem das cinco mencionadas no teorema 
acima. 

Fazendo em (4) a = b = t, obtemos 

cos 0 = cos t cos t + sen t sen t 


ou seja, para todo t reai, 



Deste modo, para todo t, o ponto (cos t, sen t) pertence à circunferència x 2 + y 2 = 1. 


Fungòes 45 


Para efeito de interpretagào geomètrica, voce podere olhar para o t da mesma forma corno 
aprendeu no colégio: t é a medida em radianos do arco AP. Lembramos que a medida de um arco 
é 1 rd (rd = radiano) se o comprimente do arco for igual ao raio de circunferència (1 rd = 57°16'). 
A próxima propriedade sera demonstrada no Apèndice 2. 

(7) Existe um menor numero positivo a tal que cos a = 0. Para este a, sen a = 1. 

0 nùmero a acima pode ser usado para definirmos o numero 7 r. 

Definigào. Definimos o nùmero 7r por tt — 2a, onde a é o nùmero a que se refere a 
propriedade (7). 

Assim |éo menor numero positivo tal que cos y = 0. Temos, também, sen y = 1. 
Seja/uma fungào definida em R. Dizemos que/é urna fungào par se, para todo x, 

f(-x) =/(*). 

Dizemos, por outro lado, que/é urna fungào impar se, para todo x, 

H-x) = ~f(x). 

EXEMPLO 1. Mostre que 

a) sen é urna fungào impar. b) cos é urna fungào par. 


Solugào 


a) Fazendo em (3) a = 0 e b = t, resulta sen (—f) = sen 0 cos t - sen t cos 0 ou seja 

sen (-r) = -sen t. 

b) Fazendo em (4) a = 0 e b — t resulta cos (— t) = cos t. 



EXEMPLO 2. Mostre que quaisquer que sejam os reais a e b 

cos {a + b) = cos a cos b — sen a sen b 

e 


sen {a + b) — sen a cos b + sen b cos a. 
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Soluqào 

cos {a + b) — cos [a — {~b)] = cos a cos (—ò) + sen a sen (~b) = cos a cos b — sen a sen b, 
sen (a + b) — sen [ a — (—è)] — sen a cos (— b ) — sen (—b) cos a = sen a cos b 4- sen b cos a. m 

EXEMPLO 3. Mostre que, para todo *, 


Soluqào 


cos 2x — cos x — sen 2 x e sen 2x — 2 sen x cos x. 


cos 2x — cos (x + x) — cos x cos x — sen x sen x = cos 2 x — sen 2 *. 
sen 2x = sen (* + *) = sen * cos * + sen * cos x = 2 sen * cos *. 

EXEMPLO 4. Mostre que, para todo *, 


dai, cos 2 = -j e corno cos -^ > 0, resulta 


7 T V2 

c °s T = -, 

b) sen - j = -y- (verifique). 

c) Fazendo * = ~ em cos 2x = 1 - 2 sen 2 *, obtemos 


cos tt ~ — 1. 


d) Fazendo * = — em sen 2* = 2 sen * cos *, resulta 


cos 2 * = ~ + — cos 2* 


sen tt = 0. 


Soluqào 


sen z * = — - — cos 2* 
2 2 


ts 2* = cos 2 * - sen 2 * = cos 2 * - (1 - cos 2 j 


Interprete geometricamente os resultados deste exemplo. 
Deixamos a seu cargo verificar que, para todo *, 


sen (* + 27 t) = sen * 


cos (* + 27 t) = cos * 


cos 2* - 2 cos 2 * - 1 ou cos 2 * = — + — cos 2*. 


As fun?6es sen e cos sào periódicas com periodo 27 j\ 

Os gràficos das fun?òes sen e cos tém os seguintes aspectos: 


Verifìque voce que sen 2 * = — - cos 2*. 


EXEMPLO 5. Calcule. 


a) cos—. 

4 

c) COS 7T. 

Soluqào 


b) sen—. 

4 

d ) sen ir. 


-In _ 3 jt _ 

2 


3 TT 

2 2tt 


Provaremos mais adiante que cos * > 0 e sen * > 0 em ]0, ~[. 

a) cos 2 * = — + — cos 2*; fazendo * = — 

2 2 4 

2 7r 1,1 7 T 

cos 7 — = — + — cos — 

4 2 2 2 
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EXEMPLO 6. Esboce o gràfico da funqào dada por y = sen - 

x 

Solugào 

Primeiro vamos estudar o comportamento de y para x ^ —. 

77 

=> 0<isS- 

TT X 2 


Assim, para x & ^, sen ^ > 0. À medida que x aumenta, — vai se aproximando de 
zero, o mesmo aconlecendo com sen -. Para , « -2 é sé observar que sei. 1 é ,'rapar. 



Observe que para x = —, y = sen 4- = sen — = I 

77 2 2 


Vejamos, agora, o comportamento de sen — para 0 < x < — 

x ir ' 


sen l 2k.iT + — o x - —- - (k inteiro) 

x x 2 Akir + 77 



Fungòes 


i 1 o/ _i_37r 2 

X 2 4/C77 -I- 377 

~2 2 2 2 

3?r Ih 11 77 15 7T 

— 1 -1 -1 -1 


sn — fica oscilando entre 1 e — ]. 
x 
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2.3. As Funcòes Tangente, Co-tangente, Secante e 
Co-secante 

A fun^ào tg dada por tg x —-denomina-se fungào tangente; seu dominio é o con- 

junto de todos os x tais que cos x =£ 0. O gràfico da tangente tem o seguinte aspecto: 



Geometricamente, interpretamos tg x corno a medida algèbrica do segmento AT, onde ? 
é a interseco da reta OP com o eixo das tangentes cAP o arco de medida x rad. 



Os triàngulos OMP e OAr sao semelhantes. Assim: _ 1 ou AT_ _ MP j st0 ^ 

MP 0 M 10 M 

. sen x 

tg* = - 

cos X 

As fun^òes sec (secante), cotg (co-tangente) e cosec (co-secante) .sào dadas por 


] COS X j 

sec x =-, cotg x - -e cosec x =-. 

cos x sen x sen x 



Exercicios 2.3 


1. Determine o dominio e esboce o gràfico. 

a) / (x) — cotg x b) g (x) = cosec x 

2 2 

2. Verifique que sec x = 1 + tg x para todo x tal que cos x 0. 


3. Mostre que, para todo x, com cos — # 0, tem-se: 


a) sen x = 


- * 

2,g i 

i + tg 2 1 


2 * 
— ra z — 


b) cos x = ■ 


1 - tg 


1 + tg 2 - 


2.4. OPERAgÒES COM FUNgÒES 

Sejam/e g duas fungòes tais que Dj n D g seja diferente do vazio. Definimos: 

a) A fun§ào/ + g dada por 

(f+ g)(x) — f (x) + g(x) 

denomìna-se soma de/e g. O dominio d tf + g éD^C\ D g . Observe que/+ g é urna 
notaio para indicar a fungào dada por y = /(x) + g (x). 

b) A fun?ào / • g dada por 

(f-g)(x)=f(x)-g(x) 

denomina-se produto de/e g. O dominio de / • g é Dj fi D g . 
f 

c ) A fun$ao — dada por 

g 


g(x) 


f A 


denomina-se quociente de/e g. O dominio de — é {x E Df D D g t g (x) =£ 0}. 

d) A fun^ào kf, k constante, dada por 

(kf)(x) = kf (x) 

é o produto de f pela constante k; D k f = Dj. 

EXEMPLO 1. Sejam /(x) = fi - x e g (x) = fx — 2. 


a ) (f+g)(x) = fi ~ x + /x - 2. O dominio de/ + g é [2, 7] = D f PI D g . 

b ) (f'g) (x) = fi - x • fx - 2. O dominio de/g é [2, 7] = Dj 0 D g . 


c) | ^](x) = ^LJL, x G ]2, 7]. 

fx — 2 
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Sendo/uma fun 9 §o, definimos a imagem de f por Im f = {/(x) I x E Df }. 

Definito {de fungào composta). Sejam/e g duas funqòes tais que Im/C D g . A fun- 
9 &o dada por 

y - g (f(x)), xEDf 

denomina-se fungào composta de g e/ É usuai a notaqào g °/para indicar a composta de gef 
Assim, 

(g °f) (x) = g (f(x)), x e D f . 

Observe que g °f tem o mesmo dominio que/. 

EXEMPLO2. Sejam/egdadas por f(x) = 2x + 1 eg (x) = x 2 + 3x. Determine g°fef°g. 
Soluqào 

(g °f) (x) = g (f(x)) = \f(x)] 2 + 3 \f(x)] = (2x + l) 2 + 3 (2x + l),x E R = D f . 

(f° g) (x) =f(g (x)) = /(x 2 + 3x) = 2(x 2 + 3x) + 1, x e D g = U. m 

EXEMPLO 3. Sejam/(x) = x 2 e g(x) = fx. Determine g °/e/° g. 

Solugào 

Im/= IR + e D g — R+, assim Im/C D g . (Nota 9 ào: IR + = {x e IR I x ^ 0}.) 

(g °f) (x) = g (f(x)) = ff(x) = 4x^ = \ x\, x E U = Df 
Img = U + e Df= IR, logo Img C Df 

{f° g) (x) = f(g (x)) = f(y[x ) = (V *) 2 = x, x E R + = D g . ■ 

Definigào (de igualdade defungoes). Sejam as fun 9 oes/: A —> IR e g : A' —» IR. Dize- 
mos que/é igual a g, e escrevemos/ = g, se os dommios de/e g forem iguais, A = 

A', e se, para todo x £ A,/(x) = g (jc). 


EXEMPLO 4. Sejam/: A—» IR e g : A —> IR duas funqòes. Prove que /+£ = £+/ 
Solugào 

D f+8= A = D 8+f 

Por outro lado, para todo x em A, 

(f+g) (x) =f(x) + g (x) = g (x) +f(x) = (g +f) (x). 

Assim, 


/+ g = g +f 


Observe que/(x) + g (x) = g (x) + f(x), pois f(x) e g (x) sào numeros reais e, em IR, vale 
a propriedade comutativa. ■ 
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EXEMPLO 5. As funqòes/eg dadas por f(x) = fx /x - 1 e g(x) - /x 2 - x sào iguais? 


Solugào 


8 pois D f 4- D g (Df ~- 


>[eD„ = ]—oo, 0] U [1, + »[). 


Exerdcios 2.4 


1. De os dommios e esboce os gràficos de/ + g e y. 


a) f(x) = x e g (x) = x - 1 


c) f(x) = 1 e g(x) = yjx ~ 1 


e) f(x) = 


1 se x € Q 
-1 se x £ Q 


e g(x)= 


b) f(x) = Xe g(x) = —rrr 
Vx 

d) f(x) = 1 e g(x) =- 

(x - 

-1 se x E Q 
1 se x £ Q 


2. Verifique que Im/ C D g e determine a composta h (x) = g (f (x)). 

a) g W - 3r + 1 e/(x) = x + 2 

b) g (x) = Vx e/ (x) = 2 + x 2 

/v x+l 2 

c) ?W~e/(.i)-x 2 + 3 

/I g (x) = -x 2 + 3x + 1 e/(x) = 2x - 3 

e) g (x) = 7^ e/(x) = x + 1, x * 1 
x 1 x + l 

g) g (x) = Vx e/(x) = X 2 - X, X « 0 ou x 3* 1 

^ c, (ri- X+1 r, x 2 X + 1 

h) 8 (X)- e f( x ) =-- 

X Z X - 1 

3. Determine o “maior” conjunto A tal que Im/ C D ; em seguida, construa a composta 
h(x) = g{f(x)). 

a) * W = 77e/:A^R,/W = t + 3 

b) g (x) = % fx= T e/: A -» FS,/(x) - x 2 

c ) g (x) = -fx—~ì e/ : A —> IR, /(x) = ^i 

x - 3 

/) g(^) = ^e/:^-> !R,/(x) = x 3 - x 2 
e) g (^) * V x2 ~ 1 e/: A R,/(x) = x 2 - 2 

4. Determine/de modo que g (f (x)) = x para todo x E Df, sendo g dada por 


a) g (x) = - 
x 

c) g (v) = X 2 , X s* 0 


b) g(x) = ^~- 
x + l 

d) g (x) = x 2 — 2x, x Ss 1 


e) g (x) = 2 - 


/) g (x) = x - 4x + 3, x ^ 2 
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Limite e Continuidade 


3.1. Introduco 

Neste capftulo, vamos introduzir dois dos conceitos delicados do càlculo: os conceitos 
de continuidade e de limite. 

Intuitivamente, urna, fungào continua em um ponto p de seu dominio é urna fungào cujo 
gràfico nào apresenta “salto” em p. 



O gràfico de/nào apresenta “salto” emp: fé continua em p. Observe que à medida 
que x se aproxima de p, quer pela direita ou pela esquerda, os valores/(x) se aproximam 
de/(p); e quanto mais próximo x estiver de p, mais próximo estarà/(x) de/(p). O mesmo 
nào acontece com a fun?ào gempiempo gràfico de g apresenta “salto”, g nào é continua 
em p. 

Na próxima se^ào, tomaremos rigoroso o conceito de continuidade aqui introduzido de 
forma intuitiva. 

EXEMPLO 1 . Consideremos as fun^òes/e g dadas por 

fi se x ss 1 
[2 se x > 1 


/(x) = xe g (x) = 
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Vemos, intuitivamente, que/é continua em todo p de seu dominio. Por sua vez, g nào é 
continua em p ~ 1, mas é continua em todo p± 1. ■ 

Intuitivamente, dizer que o limite de f(x), quando x tende a p, é igual a L que, simboli¬ 
camente, se escreve , 

lim f(x) - L 

significa que quando x tende a p, /(x) tende a L. 



Quando x tende a p,f (x) Quando x tende a p,f(x) tende 

tende a f(p): lim /(x) = f(p) a L: lim f(x)-L 

x -» p x p 

EXEMPLO 2. Utilizando a idéia intuitiva de limite, calcule lim (x + 1). 

X -» 1 

Solugào 













Intuitivamente, é razoàvel esperar que se/estiver definida emp e for continua em p, entào, 

lim f(x) = f (p), e reciprocamente. Veremos que isto realmente acontece, isto é, se/esti' 

x-+p 

ver definida em p j 


/continua em p « lim f(x) = f(p). 

_ x-*p _ 

Veremos, ainda, que se lim f(x) — Le se/nào for continua em p, entào L sera aquel< 

p 

valor que fdeveria ter em p para ser continua neste ponto. 
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lim / (x) = L./està definida em p, mas L ^ f{p). 

x^p 

Léo valor que fdeveria ter em p, para ser continua em p. 


Com toda certeza 

, im 

h —> 0 h 

é o limite mais importante que ocorre na matemàtica, e seu valor, quando existe, é indicado 
por f'ip) (leia:/linha de p) e é denominado derivada defem p: 


f'(p ) 


lim 

h^> 0 


f(p + h)-f(p) 
h 


Este limite aparece de forma naturai quando se procura definir reta tangente ao gràfico de 

/no ponto (p,f(p )). O quociente , chamado às vezes de razào incremen¬ 

ti 


tal, nada mais é do que o coeficiente angular da reta s que passa pelos pontos M = (p,/(p)) 
e N = (p + h,f(p + h )) do gràfico de y = f(x ) 



Observe que a equa 5 ào da reta s é 

V ~f(p) = m s (x~ p) 


onde m s — ^-^— f(p}_ Q uan( j 0 ^ tende a zero, o ponto N vai se aproximando cada 

vez mais de M, e a reta s vai tendendo para a posigào da reta T de equagao 


y-f(p)=f'ip)(x- P ). 
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A reta T é denominada rela tangente ao gràfico de/, no ponto (p,f(p)). 

NOTA HISTÓRICA. Por volta de 1630, Pierre de Fermat (1601-1665) estabeleceu dois 
métodos: um para se determinar o coeficiente angular da reta tangente em um ponto qual- 
quer do gràfico de urna fun^ào polinomial e o outro para se determinar os candidatos a pontos 
de màximo ou de minimo (locais) de urna tal fun^ào. Pois bem, a idéia que utilizamos aci¬ 
ma para definir reta tangente é essencialmente a mesma utilizada por Fermat. Por outro lado,,, 
para Fermat os candidatos a pontos de màximo ou de minimo (locais) nada mais eram do 5 
que as rafzes da equa 9 ào/'(x) = 0. (Veja História da Matemàtica , p. 255, de Cari Benja- j 
min Boyer, editoras Edgard Blucher Ltda e Universidade de Sào Paulo.) 


EXEMPLO 4. Seja/(x) - x 2 . Utilizando a idéia intuitiva de limite, calcule/'(l). 
Soluqào 

O que queremos aqui é calcular f'(p), com p = 1. 

no- «Lì h tm 

h->0 h 


/(! + *)-/0)_(1 + ft) 2 -l : 


= 2 + h (h* 0) 


Segue que 


/'(1)= lim (2 + h) = 2. 
h-> 0 


EXEMPLO 5. Seja/(x) — x 2 . Utilizando a idéia intuitiva de limite, calcule/'(x). 


Soluqào 


f\x)~ lim 
h^O 


f(x + h)~f(x ) 


fix + h ) - f(x ) _ (x + h ) 2 - x 2 


— 2x + h 


(h* 0) 


Segue que 


/'(*) = lim (2x + h)= 2x. 
h^> 0 


Ou seja, a derivada, em x, de/(x) = x 2 éf '(x) = 2x. 

Como veremos, um outro modo de expressar/'(p) é através do limite 

/'(,.) = lim 

x-> p X — p 

(Observe: fazendo x — p — h recafmos no limite anterior.) 

EXEMPLO 6. Seja/(x) = x 3 . Utilizando a idéia intuitiva de limite, calcule/'(2). 


Soluqào 


f(v\ - fn\ 
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f(x) ~ /(2) __ x 3 - 2 3 


- = x 2 + 2x + 4, x ± 2. 


(Lembre-se: a 3 - b 3 = (a - b ) (a 2 •+ ab + b 2 ).) 


/'(2) = lim (x 2 + 2x + 4) = 12. 

x —ì 2 m 

A derivada é um limite. Entào, para podermos estudar suas propriedades, precisamos 
antes estudar as propriedades do limite. É o que faremos a seguir. 

Antes de passar próxima sefào, queremos destacar as fun 9 òes de urna variàvel reai que 
vao interessar ao curso; tais fun^òes sào aquelas que tèm por dominio um intervalo ou urna 
reuniào de intervalos. Portanto, de agora em diante, sempre que nos referirmos a urna fun- 
9 ào de urna variàvel reai e nada mencionarmos sobre seu dominio, ficarà implicito que o 
mesmo ou é um intervalo ou urna reuniào de intervalos. 

Exercicios 3.1 ■ ■ ■ _ __ 

1. Esboce o gràfico da fun 9 ào dada e, utilizando a idéia intuitiva de fun 9 ào continua, determine os 
pontos em que a fun 9 ào deverà ser continua. 


a) f(x) = 2 
c) /(x) = X 2 


«) f(x) = i X 2 


2 se txl < 1 


2. Utilizando a idéia intuitiva de limite, calcule 


b) /(x) - x + 1 


d) /(x) - 


x L se x *£ 1 
2 se x > 1 


f) /(x) = x 2 + 2 


a) lim (x + 2) 

X->1 

c) lim (3x + 1) 
x -> 0 


b ) lim (2x + 1) 

X —1 1 

d) lim (x 2 + 1) 


e) lim vx 
x —> 1 

g) lim 3/x 
x —> 2 


/) lim -- 

x —> 2 x + 3 

h) lim (Vx +x) 
x 0 


4x 2 — 1 

3. Esboce o grafico de /(x) = ———--. Utilizando a idéia intuitiva de limi te, calcule lim 


4. Utilizando a idéia intuitiva de limite, calcule 


x z — 4 
a) lim - 

Jt-42 x - 2 


x z + x 

b) firn - 

x —> 0 x 
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c) lim 

x —» 1 


V-y - l 
x -1 


e) lim —— 
x -» -1 x + 1 


r 2 _ 


4x + 4 


d) lim 

x —^ 2 x 2 


/) lim sen x 
x —>0 


3.2. Definito de FuNgÀo Continua 

Sejam/e g fun?òes de gràficos 


ou de forma equivalente 


/T) ! para todo e > 0 dado, existe 8 > 0 (5 dependendo de e), tal que, para todo x 
ZD f , 

p - 8<x<p + 8 => f(p) - e <f(x) <f(p) + e. 


Entretanto, a fungào g nào satisfaz em p tal propriedade: 



Observe que/e g se comportam de modo diferente em p\ o gràfico de/nào apresenta 
“salto” em p, ao passo que o de g, sim. Queremos destacar urna propriedade que nos pernii¬ 
la distinguir tais comportamentos. 

Veja as situa^òes apresentadas a seguir. 





A fun?ào/satisfaz emp a propriedade 



para o e > 0 acima, nào existe 8 > 0 que tome verdadeira a afirma^ao 

“V* G Dpp - 8 < x < p + 8 => g (p) - e < g (x) < g (p) + e”. 

Qualquer que seja o 5 > 0 que se tome, quando x percorre o intervalo ]p — 8,p + <5[, g (x) 
nào permanece entre g (p) - e e g (p) + e. 

A propriedade © distingue os comportamentos de/e de g em p. Adotaremos a proprie¬ 
dade © corno definito de funqào continua em p. 


Definito. Sejam/uma funqào e p um ponto de seu dominio. Definimos: 


Para todo e > 0 dado, existe 5 > 0 (5 dependendo de e ), tal 

/continua emp «< 

que, para todo x G Dt, 


p-5< x< p + 8=> f(p) -e< f(x) < f(p) + e. 


Observa^ao. Sabemos que 


\x-p\<8<^>p~8<x<p + 8 



para todo e > 0 dado, existe 8 > 0 (5 dependendo de e), tal que/(jc) permanece entre 
f{p) — e tf(p) + e quando x percorre o intervalo ]p — 8, p + S[, com x no dominio 
de/. 


e 


I/O) -f(p) I < e -e<f(x) <f(p ) + e. 
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A definito anterior pode, entào, ser reescrita, enti notaio de mòdulo, na seguinte for¬ 
ma: 


fPara todo e > 0 dado, existe 8 > 0 tal que, para todo x em Dp 
/continua emp <=> j I, - p \< S => I /(*) - f(p) I < e 


Dizemos que/é continua em A C Dp se/for continua em todo p £ A. Dizemos, simples- 
mente, que/é urna funqào continua se/for continua em todo p de seu dominio. 

EXEMPLO 1. Prove que/(*) = 2x + 1 é continua em p = 1. 

Solugào I 

Precisamos provar que, para cada e > 0 dado, conseguiremos um 5 > 0 (5 dependendo] 
apenas de e), tal que j 

1 - 5<jc< 1 + 5 =>/(l)- e</(x)</(l) + e 

O e > 0 é dado, queremos achar 5 > 0. Devemos determinar 8 > 0 de modo que/(x)j 
permanega entre/(l) - e e/(l) + e para r entre 1 - 8 e 1 + 8. Vamos entào resolver a] 
inequagào 


Temos 

/( 1) - € < f(x) </( 1) + e<=>3 — e<2x + 1 < 3 + e. 

Somando -1 aos membros das desigualdades e dividindo por 2, resulta 

/( 1) - f </(*) </(l) + e a l- j <x<l + ^. 

Entào, dado e > 0 e tomando-se 8 = ^ (qualquer 8 > 0 com 8 < ^ também serve!),| 
resulta ] 

l-8<x<l + 8^> /( 1) - e </(jc) </(l) + e. j 

Logo,/é continua em/j = 1. } 

O exemplo acima pode também ser resolvido em notagào de mòdulo. Neste caso, preci*; 
samos provar que dado e > 0, existe 8 > 0 tal que 

|jt - 1 |< 8 => \f(x) —/(l) I < e. 

Temos 

ì/(jc) —/(l) 1 <c<=>I 2*+1—3l<c«=>l2x — 2 I<c<=>Ijc—H< |. 
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Assim, dado e > 0 e tomando-se 8 - - 


lx- i | < g => \f(x) —/(l) I < e- 


\jogo,fé continua em p - 1 ■ 


EXEMPLO 2. A fungào constante/(x) = k é contìnua em todo p reai. 

Soluto 

,/ (jt ) _ /(p) | = 1 k - k I = 0 para todo * e todo p; assim, dado e > 0 e tomando-se um 
g > 0 qualquer 

|*-pl<S => I /(*) -f(p)\**\k-k\<e. 

Logo./é continua era p, qualquer que seja p. Corao/é contìnua em todo p de seu dominio, 
resulta que/W = ké urna fungào continua. 


EXEMPLO 3. A fungào afim/W =ax + b(atb constantes) é continua. 
Soluto 

Sea = 0,/é constante, logo contìnua. 

Suponhamos, entào, <3^0. Temos: 


l/(jc) - f(p) \ = \ ax + b - ap ~ b \ - \a\\x pi. 


Assim, para todo e > 0 dado 


Tomando-se, entào, 8 = 

\x — p \ < 8 =* \f(x) -/(p)l < e 

logojé continua em p. Como p foi tornado de modo arbitràrio, resulta que/é contìnua em 

todo p reai, isto é,/é contìnua. . A - 

Os dois próximos exemplos poderào facilitar as coisas em muitas ocasioes. Antes.por , 

observamos que se p £ ]< 3 , b[,acb reais, entào existe 8 > 0, tal que ]p , p 

basta, por exemplo, tomarmos 5 — min {b — p,p ~ u}. 
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6 = b — p 


b — p + S 


P P + 6 


Em qualquer caso, 8 = min {b — p, p - a} resolve o problema. 


EXEMPLO 4. Prove que, se para todo e > 0 dado existir um intervalo aberto I = ]a, 
com pG/, tal que para todo tGD^ 

xG/=>/(p) - e<f(x)<f(p) + e 
entào/serà continua em p. 

Soluqào 

Pela hipótese, para todo e > 0 dado existe um intervalo aberto I — ]a, b[, com /?€=/, tal que 
© x G }a, b[ => f(p ) - e <f (x) <f(p) + e. j 

Tomando-se 8 = min {b — p,p — a},]p — 8,p + 8[ C ]a, b[. Assim, 


Segue de © que 


x G ]p — 8,p + 5[ => x G ]a, />[. 


x G ]p - S, /? + 5[ => f(p) - e </(x) <f(p) + e. 


Logo, / 6 continua em p. ■ 

EXEMPLO 5. Seja r > 0 um reai dado. Suponha que, para todo e < r, € > 0, existe um 
intervalo aberto I, com p E /, tal que para todo i£Dj 

x G / => f{p) - e </(x) <f(p ) + e 

Prove que/é continua em p. 

Soluqào 

Precisamos provar (tendo em vista o exemplo anterior) que, para todo e > 0, existe um 
intervalo aberto /, com pG/, tal que para todo x em 

* G / => f(p) - e </(x) <f(p) + e. 
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Pela hipótese, se e < r, existe tal intervalo. 

Suponhamos, entào, e 3= r. Seja 0 < < r. 

pela hipótese, para o ej dado, existe I tal que 

x G / => f(p) - e, </(x) <f(p) + e,. 

Para este mesmo / teremos, também, 

x G / => f(p) - e </(x) <f(p) + e 

pois,/(p) - c </(p) - ^ e/(p) + Cj </(p) + 6, (Interprete graficamente.) 
Assim: 



Solugào 

Precisamos mostrar que dado e > 0, existe um intervalo aberto I, contendo 1, tal que 

xG/=>/(l)-e</(x)</(l) + «r. 

Vamos resolver a inequagào/(l) - e </(x) </( 1) + e. 

Temos 

/( 1) - e </(x) </(l) + e«l-e<x 3 <l + e 3/1^7 < x < ^1+7. 

Tomando-se / = ]^/l-e, ^/T + é[, 1 G /, 

X G/=»/(l)-€</(*) </(l) +e 
L°go,/ (x) = x 3 é continua em 1. 
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Observa^ao. Tomando-se 8 = min j ìff+~€ — 1,1 — ìjl — eJ 

1 - 8 < x < 1 + 8 => /(l) - e </(x) </(!)+ e. i 

EXEMPLO 7. Prove que/(x) = x 2 é continua. 

Solugào 

Precisamos provar que/é continua em todo p reai (Dj = IR). 

Primeiro vamos provar que/é continua em 0. Convém, aqui, usar a definito em nota 
5 ào de mòdulo. Vamos provar, entào, que dado e > 0 existe 8 > 0 tal que 

| * - 0 l < 8 => I x 2 - 0 2 I < e. 

Para se ter I x 2 I < e, basta que se tenha I x I < Ve. Tomando-se 8 = Ve 

I x - 0 I < 8 => I x 2 - 0 2 1 < e. 

Logo,/0) = x 2 é contìnua em 0. 

Vamos provar, agora, a continuidade de/em todo p =# 0. Temos 

f(p) ~ e <f(x) </(p) + e o p 2 - e < x 2 < p 2 + e. 

Para e < p 2 , e > 0, 

p 2 - e < x 2 < p 2 + e « ^p 2 ~ e <Ixl < yfp 2 + e. 

Sep > 0, tomamos 1 = ] 4p*~c, V P 2 + € L assim 

x e / => p 2 - e < x 2 < p 2 + e. 

Se p < 0, tomamos I = ] ~^p 2 + e, ~ \l~p 2 ~ e [, assim 
x E / => p 2 - € < x 2 < p 2 + e. 

Logo, /(x) = x 2 é contìnua em todo p reai. (Interprete graficamente.) I 

f? CP r S | 

EXEMPLO 8. /(x) = jj 


é contìnua em p = 1? Justifìque. 


Solugào \ 

Intuitivamente, vemos que/nào é contìnua emp = 1, pois o gràfico apresenta “salto" 
neste ponto. Para provar que fnào é contìnua emp = 1, precisamos achar um e > 0 parati 
qual nào exista 8 > 0 que tome verdadeira a afirma§ào 

“Vx 6Dy, 1-8 <x< 1+8=> /( 1) - e </(x) </(l) + e”. j 


i 
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Como /(x) - 1 para x < 1 e/( 1) = 2, tomando-se e = i ( ou 0 < e < 1), para todo 8 > 0, 
1 - 8 < x < 1 =» / (x) = 1 



e 1 nào està entre/(1)— — e/(l) + —. Logo, nào existe 8 > 0 que toma verdadeira a 
afirma^ào 

“Vx GDj, 1-8<x<1 + 8=> /( 1) - 1 </(x) </(l) + j”. 

Portanto, a fun^ào dada nào é contìnua em p = 1. Observe que/é contìnua em todo p ^ 1. 

■ 

O próximo exemplo destaca urna propriedade importante ( conservagào do sinai ) das 
funfòes contìnuas. Tal propriedade conta-nos que se/for contìnua emp e /(p) + 0, entào 
existirà um 8 > 0 tal que/(x) conservarà o sinai d ef(p) para p - 8 < x < p + 8, x E Dj . 



/contìnua em p ef(p) > 0, 
existe 8 > 0 tal que 
p — 8<x<p + 8=> f(x) > 0 



/contìnua em p e/(p) < 0, 
existe 8 > 0 tal que 
p-8<x<p + 8=> /(x) < 0 


EXEMPLO 9. Seja/contìnua emp e/(p) > 0. Prove que existe 8 > 0 tal que, Vx E D f , 
p-8<x<p + 8=*f(x)> 0. 
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Solugào 


Como, por hipótese,/é continua em p, dado e > 0, existirà 5 > 0 tal que Vx G Dy 

0 p - 8<x<p + 8 =$ f(p) - e </(*) <f(p) + e- 

Como para todo e > 0 existe 5 > 0 tal que © ocorre, tomando-se, em particular, 
e=f(p) (por hipótese/(p) > 0), existirà um 5 > 0 tal que, Vx G Dy, 


e, portanto. 


p - 8 <x <p + 8 => f(p) ~f(p) </(x) <f(p) +f(p ) 


p — 8<x<p + 8=> f(x) > 0. 


De modo anàlogo, prova-se que se/for continua empe f(p) < 0, entào (neste caso basti 
tornar e = —/(p)) existirà 8 > 0 tal que 


p — 8<x<p+8=$ f(x) < 0. 


Exercicios 3.2 — 


1. Prove, pela definigào, que a fungào dada é continua no ponto dado. 

a)f{x) = 4x - 3 em p = 2 b)f(x) = x + 1 em p = 2 

c) f(x) = — 3x em p = 1 d)f(x) = x em p - 2 

e)f(x) = x 4 emp=-l /)/(x) = «fx emp = 4 

g)/(x) = Vx emp = 0 h)f{x) = Vx em p = 1 

2. Prove que /(x) — — é continua em todo p 0. 

x 

3. Seja n > 0 um naturai. Prove que f(x) = x n é contìnua. 

4. Prove que f(x) = " l x é continua. 

f 2x se x ^ 1 

5 . f( x ) ^ L ^ . é contìnua em 1? Justifique. 

J v ' [1 se x > 1 

6. De exemplo de urna fungào definida em IR e que seja continua em todos os pontos, exceto e 
-1,0,1. 

7. De exemplo de urna fungào definida em IR e que seja continua em todos os pontos exceto no 
inteiros. 

8. Seja/dada por /(x) = ^ q Mostre que/é descontìnua em todo p reai. 

9. Determine o conjunto dos pontos em que a fungào dada é continua, 
a)/» = IxJ onde [x] = max {« £ 1 1 n =£ x} (Fungào maior inteiro.) 
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b ) /(x) = x - [x] 


c) /(x) = 


d) /(x) = 


x se rGQ 
—x se x €E Q 

x 2 — 1 se x £ Q 
-x 2 +1 se x £ O 


10. De exemplo de urna fungào definida em IR e que seja continua apenas em — 1,0,1. 

11. Determine L para que a fungào dada seja continua no ponto dado. Justifique. 


x L — 4 

j- se x ¥= 2 

a)f(x) x — 2 emp - 2 

L se x — 2 


b)f(x) = 


L se x = 0 


emp = 0 


12. De o valor (caso exista) que a fungào dada deveria ter no ponto dado para ser continua neste 
ponto. Justifique. 


b) /(x) = ■ 


emp = 0 


c) f(x) = - emp - 0 


d)f(x) = 


x z -9 

—- se x 4- 3 

| x — 3 em p = 3 

[ 4 se x — 3 

x se x < 1 


= sex>ì emp = 1 


/)/(*) = ——ir emp = 2 


13. Sabe-se que fé continua em 2 e que/(2) = 8. Mostre que existe 5 > 0 tal que para todo x e Dy 

2 — 5<x<2+5=> /(x) > 7. 

14. Sabe-se que fé continua em 1 e que/( 1) = 2. Prove que existe r > 0 tal que para todo x E D* 


1 —r<x<l + r=> — < f(x) < -. 

2 2 

15. Seja/urna fungào definida em IR e suponha que existe M > 0 tal que l/(x) —f(p) I M I x - p I 
para todo x. Prove que/é continua em p. 

16. Suponha que l/(x) -/{!) I (x - l) 2 para todo x. Prove que/é contìnua em 1. 
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17. Suponha que I/(jc) I *£ para todo jc. Prove que fé continua em 0. 

{ x se x G Q 
—x se x £ Q ® continua em 0. 

19. Sejam/e g defmidas em IR e suponha que existe M > 0 tal que I f(x) — f(p ) I « M I g (x) — gip) I para 
todo x. Prove que se g for continua em p, entào/também sera continua em p. 

20. Suponha/definida e continua em IR e que f(x) — 0 para todo x racional. Prove que f{x) = 0 
para todo x reai. 




21. Sejam/eg contìnuas em IR e tais que /(jc) = g (;c) para todo x racional. Prove que/(x) - g (x) 
para todo x reai. 

22. Suponha que/e g sào contìnuas em IR e que exista a > 0, a # 1, tal que para todo r racional, 
f{r) = a zg (r) = a. Prove que /(jc) = g (jc) em IR. 

23. Seja f(x) - x + —. Prove 

jc 

a) I/ (jc) -/( 1) 1 ^ ^ + “] ,JC “ 1 1 P*™* > 0 

b) \f(x) -/(l)l =€3 Ijc- 1 Ipara x>~ 

c) fé continua em p = 1 

24. Seja/( jc) = x 3 + x. Prove que 

a) I /(jc) —/(2) I « 201 x - 2 I para 0 « x 3 

b) fé continua em 2 

25. Prove que /(x) = x 3—— é continua em 1. 

A 

26. Prove que /(jc) = jc + — é continua em todo p > 0. 

x 

27. Sejam/( a) = jc 3 e p # 0. 

a) Verifique que ! jc 3 — p 3 I «S 7 p 2 I jc — p I para I x I 2 I p 1 

b ) Conclua de (a) que/é continua em p 


3.3. DEFiNigÀo de Limite 




Na situaqào (a),/nào està definida em p, mas existe L que satisfaz a propriedade: 


para todo e > 0 dado, existe 8 > 0 tal que, para todo x e Dj, 

p-8<x < p + 8, x+ p L - t </(*) < L + e. 


Na situalo (b), festa definida em p, mas nào é continua em p, entretanto existe L satis- 
fazendo ©; observe que neste caso a restritjào x + pé essencial. Na situando (c),f é conti¬ 
nua emp, assim L=f(p ) satisfaz ©. Finalmente, na situaqào (d), nào existe L satisfazendo 
©em p. 

A propriedade © é equivalente a 


para todo e > 0 dado, existe S > 0 tal que, para todo x E D^, 
0<Ijc — p I < 5 => I f{x) — L i < e. 


Observe que 0<l;c-pl<S<=>p — 8<x <p + 8, x± p. 

Vamos provar a seguir que existe no màximo um nùmero L satisfazendo a propriedade 
acima. De fato, suponhamos que L x e L 2 satisfatto, emp, a propriedade acima; entào, para 
todo e > 0 dado, existem > 0 e 8 2 > 0 tais que 


Sejam/uma funfào e p um ponto do dominio de/ou extremidade de um dos inter-■ 
valos que compòem o dominio de/(veja o final da Se^ào 3.1). Consideremos as situa- e 

gòes a seguir: H 


0 < I jc - p l < => \f(x) - Lj I < e 

0 < I jc — p I < S 2 => l f(x) - L 2 I < e; 
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I 


tomando-se 8 — min {5j, 5 2 } 

0 < I jc — p I < 5 => I /(x) - Lj i < e e l/(x) — L 2 I < e. 

Das hipóteses sobrepe sobreodominio de/, segueque existexq E Dy com0 < lx 0 —p I < <5; 
temos: 


I L { - L 2 I = I L x -/(xq) + /(x 0 ) - L 2 I ^ I Lj -f(x Q ) I + l/(x 0 ) - l 2 I. 


Assim, para todo e > 0, 

\L l -L 2 \<2€. 

Logo, L 1 = L^. 

De acordo com a defin^ào que daremos a seguir, o unico numero L (caso exista) satisfa- 
zendo © é o limite de f (x), para x tendendo a p : lim /(x) = L. 

x^p 


Definiqào. Sejam/uma fungào ep um ponto do dominio de/ou extremidade de um 
dos intervalos que compòem o dominio de/. Dizemos que ftem limite L, em p, se, 
para todo e > 0 dado, existir um 5 > 0 tal que, para todo x E 

0 < I x — p I < 5 =» l/(x) — L I < e. 

Tal numero L, que quando existe é ùnico, sera indicado por lim /(x). 

X —> P 


lim / (x) = L <=> 
->p 


V e > 0, 3 8 > 0 tal que, para todo x E Df 

0<lx — pl<5=> I /(*) — L I < e. 



lim /(jc) = L 


lim f{x)=L(L*f{p)) 
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Observaqùes. 

1. Suponhamos f defìnida em p. Comparando as defini^oes de limite e continuidade, re¬ 
sulta 

/continua em p lim f(x) — f(p). 
x —» p 

2.0 limite de/em p nào depende do valor (caso/esteja definida em p) que/assume em p, 
mas sim dos valores que/assume nos pontos próximos de p. Quando estivermos interessa- 
dos no limite de/em p, basta olharmos para os valores que/assume num “pequeno” inter- 
valo aberto contendo p; o conceito de limite é um conceito locai. 

3. Sejam/e g duas funqòes. Se existir r > 0 tal que/(x) = g (x) para p — r<x<p + r,x^p, 
e se lim g(x) existir, entào lim /(x) também existirà e 

X —} p X —¥ p 

lim /(x) = lim g (x). (Por què?) 

X —> p x—>p 

EXEMPLO 1. Calcule lim k (£ constante). 

x —> p 

Solu$ào 

O que queremos aqui é lim /(x), onde/é a fun^ào constante/(x) = k. Como fé con- 
*->p 

tinua em todo p reai 

lim k = lim /(x) = /(p) = k 

x—rp x—ìp 

isto é. 



(O limite de urna constante é a pròpria constante.) 
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Solando 

Como Jim (x — 3) - 0, a propriedade (d) nào se aplica. 

x 3 

a/ x J3 Vx V 3 1 / o 

——JL_ = ——— ±— —2L_ — — — para x =£ 3 

x —3 (Vx — V3)(Vx + V3) Vx + v'3 


segue-se que 


> 3 Vx + V3 2V3 


Vx - V3 1 1 

hm - = lim -p=-?=" = —?= 


C-43 X — 3 


>3 -vx + V3 2v3 


Deixamos a seu cargo verificar, por indugào finita, que se lim /j(x) - Li, 

* -> P 

lim / 2 (x) = L 2 ,lim /„(x) = L„, entào 

x-> p ~ X p 

lim 1/! (x) + / 2 (x) + ... + /„(x)] = L 1 + L 2 + ... + L„ 

x —t p 
e 

lim l/j (x) / 2 (x) ... f n (x)] = LjL 2 • • • L n 

x-*p 

para todo naturai n s* 2. 

x 4 - 2x + 1 

EXEMPLO 8. Calcule lim -5——5- -. 

x-> ! x J + 3x 2 + 1 

Solugào 

Como lim [x 4 - 2x + 1 ] = 0 e lim [x 3 + 3x 2 + 1 ] = 5 ^ 0, pela propriedade (d), 
x —> p x —» 1 

,. x 4 -2x+1 0 A 

hm —s-=-= — = 0. ■ 

x -> 1 x 3 + 3x 2 + 1 5 


EXEMPLO 9. Calcule lim —>----. 

*->-1 x 2 + 4x + 3 

Solugào 

lim (x 2 + 4x + 3) = 0, logo a propriedade (d) nào se aplica. Como — 1 é raiz de x 3 + 

X —> 1 

1 e de x 2 + 4x + 3, estes polinòmios sào divisfveis por x + 1: 

x 3 + 1 = (x + 1) (x 2 - x + l)ex 2 + 4x + 3 = (x + 1)(x + 3). 
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, X ó +Ì x 2 -x+l 3 

lim —-= lim -= —. 

t->-lx 2 +4x + 3 x —> — 1 x + 3 2 


\Observe: lim 


x 2 - x + 1 3 


-= — e 3 r=ltalque—=---para 

x+3 2 x 2 +4x + 3 x + 3 


X 3 + 1 X 2 - X + 1 


-2<x<0,x + -1; pela observaijào 3, lim —= 


x 3 + 1 x 2 - x + 1 3 

lim —=-= lim -= — 

x-»-lx 2 +4x + 3 x —> —l x + 3 2 


3/7 _ 3/0 

EXEMPLO 10 . Calcule lim --2_ 

x —> 2 x — 2 


Solugào 


x - 2 = (VV) 3 - (\i2 ) 3 = $x - 3/2 ) $x 2 + \ r 2x + 3/4). 


U - 3/2 __ 1 _ 

* ~ 2 3/x 2 + 3/2* + 3/4 


para x + 2. 


.. 3/V-3/2 1 1 

lim -= lim --- = - T =. ■ 

x —>2 x-2 x^2 3/^ + 3/2V + 3 / 4 33/4 

O próximo exemplo mostramo s que soma, produto e quociente de fun^òes contfnuas sào 
contfnuas. 

EXEMPLO 11. Sejam/, g contfnuas em/?el: urna constante. Entào / + g , kfef' g sào 

contfnuas em p; — também sera continua em p, desde que g (p) ^ 0. 

8 

Solugào 

Como /e g sào contfnuas em p, lim /(x) = f(p ) e lim g (x) = g ( p ). Segue das pro- 

x —> p x —> p 

priedades (a), (b) e (c) dos limites que 

lim [/(x) + g (x)l = lim f(x) + lim g(x) =f(p) + g (p), 

X p X —> p X —* p 

lim kf(x) — k lim /(x) = kfip) 

x —» p X -* p 


lim /(x) g (x) = lim /(x) lim g(x)=f(p)g (p); 
X —> p x—> p x—ìp 
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logo,/ + g, kfef- g sào contmuas em p. 
Sendo gip) ^ 0 


iim 

x-*p g(x) gip) 


logo — é também continua em p. m 

g 

Deixamos a seu cargo verificar que se/] ,/ 2 , ...,/„ (n > 2 naturai) forem contmuas emp, 
entào/j +f 2 + ... +/ n e/i 'fi 'h ’ •••’/« também o serào. 

EXEMPLO 12. Toda fungào polinomial é continua. 

Solugào 

Sendo / urna fun^ào polinomial, existem nEl^e numeros reais a Q , a^, . a n tais que 
f(x) = a^xf + fljx 1 " 1 + ... + a n _ { x + a„; 
assim/é soma de fun 9 Òes contmuas, logo/é continua. ■ 

EXEMPLO 13./dada por f(x) = 3x 6 - -j x 5 + -fix + V3 é continua, pois se trata de .? 

urna fun 9 ào polinomial. ( Lembre-se : dizer que/é urna fun^ào continua equivale a dizer que 
fé continua em todos os pontos de seu dominio.) ■ ; 

EXEMPLO 14. Toda fungào racional é continua. 

Solugào j 

Sendo/urna fungào racional, / = j-, onde g e h sào fungòes polinomiais. Assim,/é 
continua em todo p que nào anula o denominador, isto é,/é continua. ■ ; 

EXEMPLO 15. fix) = 3x5 + 6x + ì é continua em todo p * ±/3. 
x l - 3 

Solugào 

fé urna fungào racional, assim/é continua em todo p de seu dominio, isto é,/é continua 
em todo p =£ ±/3. ■ 

EXEMPLO 16. Prove que 


lim /O) = 0<=> lim 1/0)1 = 0. 

X -» p X —> p 
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Solugào 


„ [V € > 0, 3 8 > 0 tal que Vx e D f 

x ^ p J [0 < \x - p\ < 8 => I/O) ~ 01 < € 

f V e > 0, 3 8 > 0 tal que Vx £ Df 


[0< I x — p I < 5 I I /O) I — 01 < i 


O lim 1/0)1 —0. 
x —* p 


EXEMPLO 17. Prove que 


lim f{x) = L « lim /(p + h) = L. 

x -> p ' h -> 0 


Solugào 


Suponhamos lim /(x) = L; assim dado e > 0 existe 8 > 0 tal que 

x^p 


ou seja, 


0 < Ix — pi < 5 =» I/O) — LI < € 


0<l^l<5=>0<l(p + /i)-pl<6=> I fip + h) — L \ < e, 


0 < I h I < 8 => l/(p + h) - L I < e. 


lim fip + h)= L. 
h —> 0 


Verifique voce a reciproca. ■ 

EXEMPLO 18. (Conservagào do sinal.) Suponha que lim fix) = L, com L > 0. Prove 
que existe 8 > 0 tal que, V x £ Df, x P 


p-8<x<p + 5, x=/=p=» fix) > 0. 


Solugào 


Sendo lim fix) — L, para todo e > 0 dado existe 8 > 0 tal que, VxED,, 

x — » p * 

p — 8 < x < p + 8, x + p => L — e < / (x) < L + e. 

Para e = L, existe 8 > 0 tal que, V x £ Dj., 

p — 8 < x < p + 8, x^p ^ L — L < fix) < L + L, 
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p - 8 < x < p + 8, x ¥= p =*/(*)> 0. 


Exereidos 3.3 


Calcule e justifique. 
a) lim x 2 


c) lim (4x + 1) 
.< -»-2 

e) lim 50 

X —» —9 

g) lim Vx 

A —> 4 

i) lim V5 

.T —» -8 

x 2 9 

/) lim - 

* 3 x + 3 


p ) lim 


9x 2 -1 


b) lim (3x + 1) 

*->1 

d) lim 5 

x —> 10 

/) lim (—x 2 — 2x + 3) 


h ) lim Mx 
jc —>• —3 

x 2 -9 
j) lim -— 

a -> 3 x - 3 


m) lim - 

a: -4-1 x - 3 

<,) tira d*J2± 

X —> 1 x - 1 

q ) lim - 

a->3 X - 3 


x —>3 x - 3 

x 2 + 3x - 1 

t ) lim - 7 - 

a^O x 2 + 2 


>2 x - 2 


* o x 2 + 2 a -> I ^2x + 3 - V5 

2. Determine L para que a fun?ào dada seja continua no ponto dado. Justifique. 


a) /(*) '■ 


b) f(x) = 


- se x # 2 _ 9 

x - 2 emp-2 

L se x = 2 

Vx - V3 ^ , 

- se x#3 „ _ -j 

x - 3 em p - 3 

L se x — 3 


V'x - V5 v ^ ^ 

c) /(x) = j Jjc + 5 - v/lÒ Se X em p = 5 


3 , f( x ) = . ^ + | se x ^ 1 ^ continua em — 1?E em 0? Por qué? 

2 se x — ~~ 1 
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/(x + h) - /(x) 


4. Calcule lim 

h^> o 

a)/to = x 
c)f(x) = 5 

e) f(x) = - 
x 

5. Calcule. 


X->~1 X 2 -1 

c ) lim (x 2 + 3 xh) 

o 

x 2 -9 

e) lim —-- 

,^3X 2 +9 

ifx — il p 

g) lim -— (p + 0) 

x —» p X ~ p 


sendo/ dada por 


b)f(x) = 2x z + x 
d)f(x) = -x 3 + Ir 


— 3x • 

+■ 1 


x : 

J +x 2 


3x 3 

+ x 4 H 

h x 

(x + 

fc) 3 - 

_±i 

f 

h 



-V? 

( p '■ 


/) lim -(p * 0) 

a -> P x- p 

x 3 — 5x 2 + 8x — 4 

h) lim --- 

a —> 2 x 4 — 5x - 6 


x 3 — p 3 

/) lim - 

x^p x-p 


■yjx + 7 — \'14 


m) lim - 

a —» p x — p 


x-> p x~p 

1 _ 1 

) lim jr-2. 

* —»2 X- 2 


(n > 0 naturai) o) lim — : - 

A —> p X ~ p 


q) Um 2XiW<£) 

A p X-p 


onde f (x) — — 
x 


r)lim ' s) ] im 

A -> p X — P X 2 fi -» I 


/(* + h)- /(x) r/ , ? n 

lim -onde /(x) = x 2 - 3x 

h->0 h 


6. Prove que existe 5 > 0 tal que 


-5<x<1 + S=>2--<x 2 + x< 2 + —. 


7. Prove que existe 5 > 0 tal que 


. 1 x 5 + 3x 1 

l-S<x<l + 5=>2-< —--< 2 + — 

2 x 2 + 1 2 


8. Sejam/e g definidas em R com g (x) # 0 para todo x. Suponha que lim -= 0. Prove 

que existe 8 > 0 tal que x p $ ^ 


0<!x-pl<6=> I f (x) I < l g (x) I. 
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9. Suponha que lim /(x) = L. Prove que existem r > 0, a e /3 tais que, para todo x £ £>y, j 

x -» p 

! 

0<\x - p\< r =ì ct<f (x)< (3. \ 

Interprete graficamente. 

] 

10. Suponha que lim f(x) = L. Prove que existem r > 0 e M > 0 tais que, para todo x £ D, \ 

x -> p 

0<\x — p\<r=> I /x) I *£ M. 

3j 

11. Prove: lim f(x) = L <=> lim [/(x) - L] = 0. j 

* P X —¥ p 

12. Prove: lim /(x) = L <=» lim l/(x)-L! = 0. 

X -¥ P X -> P \ 

13. Prove: lim ^ ^ — 0 lim ———— — 0. 

x -+p X - p x-i p \x - p\ 

14. Suponha que existe r > 0 tal que /(x) 3= 0 para 0<lx-pl<re que lim f(x) = L. Prove ] 

que x ~ >p 

1 

( Sugestào: Suponha L < 0 e use a conserva 9 ao do sinal.) 

15. Suponha/continua em IR e /(x) 0 para todo x racional. Prove que/(x) > 0 para todo x. 


3.4. Limites Laterais 

Sejam/uma funqào, p um nùmero reai e suponhamos que existe b tal que ]p,b\G Dj. 
Definimos: 


.. ,,, . T [V e > 0, 3 5 > 0 tal que 

hm f(x) = L <=> 4 P,, , ,, . 

* _>. \p<x<p + 8 => I /(x) - LI < e. 


O nùmero L, quando existe, denomina-se limite lateral à direita def, em p. 
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Suponhamos, agora, que exista um reai a tal que )a, p[ C ZL. Definimos 


Um f(x) = L « 


V e > 0, 3 S > 0 tal que 
p - 8 < x < p => I /(x) — LI < e. 


O nùmero L, quando existe, denomina-se limite lateral à esquerda def.\ em p. 



Quando x tende a p, pela esquerda, / (x) tende a L : 
lim /(x) = L 


É urna consequència imediata das defini?5es de limite e de limites laterais que se 
lim g (x) = L e se, para algum r > 0,/(x) = g (x) em ]p,p + r[, entào 
x~>P 

lim f(x) = lim g (x) = L. Se ocorrer/(x) = g (x) em ]p — r,p[, entào 

* -> P + x-> p 

lim /(x) = lim g (x) = L. 
x->p p 

EXEMPLO 1. Calcule lim /(x) e lim /(x), sendo f(x) = &ex<] 

x^V x->l~ [2x se x > 1. 


Solando 


lim /(x) = lim 2x =2e lim /(x) = lim x 2 - 1. 

x-»r x -> ì x->i _ x -» ì 


Ixf |xI 

EXEMPLO 2. Calcule lim — e lim ~ 

a —> 0 + X x-»0“ X 

Solugào 


1 se x > 0 
-1 se x < 0. 


lim -= lim 1 = 1 e lim -= lim — 1 = — 1. 

A->0 + x *—>o a —> 0 — x x—>0 

Teorema. Sejam/uma fun?ào, p um nùmero reai e suponhamos que existam a e è 
tais que ]«, p[ e ]p, b[ estejam contidos em Df. Entào, 

f / admite limites laterais à direita e à esquerda em p 
lim /(x)=L«=>je lim /(x) = lim /(x) = L 

X -> P I A -> /7 + X-* p- 
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Demonstragào. Deixamos para o leitor. ■ 

Observa^òes 

l.Se lim f(x) e lim /(x) existireme forem diferentes, entào lim f(x) nào existirà. 
x-> p* x-+p~ x -> p 

2. Se existirem a e b tais que ]a, p[ e ]p, b[ estejam contidos em Dy e se, em p, um dos 
limites laterais nào existir, entào lim f(x) nào existirà. 

X -> p 

3. Se existirem reais r > 0 e b tais que ]/?, b[ C £>y e ]p r,p[ fi Z)y = (/>, entào 

lim f(x ) = lim /(x), desde que o limite lateral à direita exista. Se ocorrer 

x -» p x -» p + 

]b, p[Cl D f e ]p, p + r[ n D f = <f> , entào lim /(x) = lim /(x), desde que o limite 
lateral à esquerda exista. 


EXEMPLO 3. lim — existe? Por que? 

x —> 0 x 

Solugào 


lim —— = lim 1 

x 0 + x x -» 0 


lim ——= lim — 1 1. 

x -> 0“ x x 0 


Como lim-¥= lim , segue que lim -nào existe. 

x ->0 + x x ->0- Jt->0 jc 

Exereidos 3.4 ~ 

1. Calcule, caso exista. Se nào existir, justifique. 


x + 1 se x 2* 1 
2x se x < 1 


onde /(x) 


\x II 

a) lim - 

jt->r x— 1 

c) hm - onde f(x) = 

jr —* l 1 X - 1 lZ 

d ) lim V'x 

x —^ 0 

„ /(*) - /(l) J ,, N 

/) lim - onde /(x) = 

x —> 1 X - 1 

x 2 — 2x + 1 
8 ) -——- 

0 lim /W ~ /0) onde f(x) — 

* 1 X - 1 


;) lim —— onde «W = \ il se ^ < 2 

-x -» 2- X — 2 [2 

o (jt) — g (2) 

/) lim -- sendo g a fun 9 ào do item (/) 

x —> 2"^ X - 2 


x 4- 1 se x 5= 1 
2x se x < 1 


x 2 se 1 
2x — 1 se x > 1 


ìx - 1! 

b) lim —- 

x-> 1 x - 1 


. . IX 11 

e) lim - 

x-»l x - 1 
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m) lim on( j e g £ a f un ^à 0 do i tem (jj 

x^2~ x-2 

2. A afirmafào 

“ lim f(x)= lim /(x) => / continua emp” 

.r -> p~ X -> p~ 

é falsa ou verdadeira? Justifique. 


x L — 3x + 2 

3. Dadaafun 9 ào /(x) =-, verifiqueque lim /(x) = lim /(x). Pergunta-se: 

x -1 *->i + x->r 

fé continua em 1? Por que? 

4 . Dè exemplo de urna fun^ào definida em R, que nào seja continua em 2, mas que 

lim /(x) = lim f(x). 

x 2 4 -t -> 2" 

5. Suponha que exista r > 0 tal que/(x) 2* 0 para p < x < p + r. Prove que lim f(x)> 0 desde 

que o limite exista. x P 

6. Sejam/urna fun^ào definida num intervalo aberto /epe/. Suponha que/ (x) ^ / (p) para 

todo x E I. Prove que lim — ^ —[SRL - q desde que o limite exista. 
x -» p x — p 

. . , ,. /(x) - f(p ) J /(x) - f(p) 

(Sugestao: estude os sinais de hm -e de lim - - 

xp* x — p x -»p x p 


3.5. Limite de Funqào Composta 

Sejam/e g duas fun 9 oes tais que Im/C D R onde Im/é a imagem def ou seja, 

Imf = {/(x) 1 x E Dy}. Nosso objetivo é estudar o limite 

lim #(/(x)). 
x -*p 

Supondo que lim /(x) = a é razoàvel esperar que 

X —» p 

u 

© lim g (/(x>) = lim g(u ) 

x -> p u^a 

desde que lim g(u ) exista ( observe : u = /(x); m ^ a para x —» p). Veremos que © se 

u -> a 

verifica se g for continua em a ou se g nào estiver definida em a. Veremos, ainda, que se g 
estiver definida em a, mas nào for continua em a ( lim g(w) ^ g ( a )) © se verificarà desde 

u —> a 

que ocorra/(x) # a para x próximo de p. Os casos que interessarào ao curso sào aque- 
les em que goué continua em a ou nào està definida em a. O quadro que apresenta- 
mos a seguir mostra corno iremos trabalhar com o limite de fun 9 Ùo composta no càlcu- 
lo de limites. 
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lim F(x) = ? 

x p 

Suponhamos que existam fungòes g(u)eu= /(x), onde g ou é continua em a ou nào 
està definida em a, tais que 

F(x) = g ( u ) onde u - /(.x), x G D f , lim f(x) = a (« —> a para x —> p) 


eque lim g(u) exista. Entào 


lim F(x) = lim g(u). 
x —> p li a 


Vamos antecipar alguns exemplos e deixar para o final da segào a demonstragào da va 
lidade de (T). 


EXEMPLO 1. Calcule lim 


Soluqào 


lì x 1 


--- = 4u onde u = —--, x > - 1, x =# 1. 

X - 1 X-ì 


Assim, 


lim - = 2 e g(u) = ■Ju é continua em 2. 

x - 1 


lim - = lim = V2. 

x -» 1 \ X — 1 h —>2 


EXEMPLO 2. Calcule lim 


(3-x 3 ) 4 - 16 


>l x 3 -l 


Soluqào 


Fagamos u — 3 — x , assim 


(3 — x 3 ) 4 — 16 m 4 - 16 _ 3 ,, 

----=-, com u = 3 - x J , x + 1. 

x 3 - 1 2 -u 


Para x —» 1, u —* 2. Entào: 


(3 — x 3 ) 4 - 16 h 4 — 16 

lim --= lim - 

x —> 1 JC J — 1 u —y 2 2 — W 

= Um (« ~ 2)(« + 2)(« 2 + 4) 

u—» 2 2 - M 

- — lim (u + 2)(u 2 + 4) = -32. 

u -»2 
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EXEMPLO 3. Calcule lim 


ìlx + 2-l 


-1 x + l 


Soluto 

Fagamos u = fyx + 2; assim x = h 3 - 2. 


3 / 7+2 ~ 1 u- 1 

x + l m 3 - r 


,u = Vx + 2,x±-l. 


3/x + 2-1 w 1 

lim —-= lim —x- 

*-»-! x + l «->1 r -1 


« - 1 

= lim -=- 

U 1 (« — 1 ) (m 2 + u + 1 ) 


?/x + 2 — 1 1 


EXEMPLO 4. Se lim /(x) = L, entào lim [/(x)] 2 = L. 

X —> p x p 

Soluqào 

Como h (u ) = u 2 é continua (veja Exemplo 7-3.2) 

lim [/(x)] 2 = lim u 2 ~ L 2 . a 

x -> p u—*L 

EXEMPLO 5. Suponha g (x) =£ 0, para todo x G D„, 0 e lim g(x) = L Prove que 

8 X^p 

r 1 1 

*->/> «W L 

Solugào 

= 1 on de u = g (x), x G D 
g(x) u 5 

Como h(u) = — é continua em todo u # 0 (veja Exercicio 2-3.2), segue-se que 
u 

1 r 1 1 

lim -= lim — = —. 

x —) p g (x) u —> L 14- Z. 


Observagào. Se lim g(x) = L,L± 0, pela conservalo do sinai, existe r > 0 tal que 

x^p 

g (x) =£ 0 para 0<lx-pl<r,xG D R . 
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Como o conceito de limite é um conceito locai, segue-se que a hipótese g (x) ¥= 0 qi 
aparece no Exemplo 5 é dispensàvel. Assim, 

lim g(x) = L,Li= 0 => lim —— = —. 

X ~*P x->p g(x) L 

Vamos, agora, demonstrar (T) no caso em que g é continua em a. 

| 

Teorema 1. Sejam/e g duas fun^òes tais que Im/C D g . Se lim /(x) = a e g con¬ 
tinua em a, entào, X ~*P 

lim g (/(*)) = lim g(«). 

x-+ p u -> a 

Demonstraqào 

Sendo g continua em a, lim g (u) = g (a). Precisamos provar que, para todo e > 
dado, existe 8 > 0 tal que u ~* a 

0 < I x - p I < 5 => g (a) - e < g (f(x)) < g (a) + e. 

Como g é continua em a, dado e > 0, existe > 0 tal que 

(2) a — 8^ < u < a + 8^ =$ g(a) — e < g(u) < g(a) + e. 

Como lim / (x) = a , para o > 0 acima existe 8 > 0 tal que 

X—>P j 

(D 0 < I x — p l < 8 => a — <f(x) < a + 3j. 

De (2) e (D segue-se que j 

0<lx-/>l<S=> g(a)~ €< g (f(x)) < g(a) + e. m 

j 

Observa^ao. O teorema acima conta-nos que, se g for continua em a e lim /(x) = a, 

x —> p i 

entào lim g (/CO) = g (a) = g( lim /(x)), o que nos mostra que os simbolos lim e gì 
x-> p x-> p x^> p ì 

podem ser permutados em lim g (f(x )): 

P j 

lim g(f(x)) = g( lim /(*)). 

x—*p X -»p 

O próximo exemplo nos diz que composta de funyòes continuas é continua. 

EXEMPLO 6. Sejam/e g tais que Im/ C D g . Se/for continua em p e g continua em/ (p), 
entào a composta h(x) = g (f(x)) sera continua em p. 


Soluqào 


lim g (fCO) -g( lim /CO) = g ( f(p )); 

x -» p x-> p 


logo, h(x) = g (f(xj) é continua em p. 
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Teorema 2. Sejam/e g duas fun?òes tais que Im/ C D_, lim f (x) = a e 

<5 V v 

X —> p 

lim g (w) = E. Nestas condi^òes, se existir um r > 0 tal que/(x) a para 
u —* a 

0 < 1 x — p f < r> entào lim g (f(x)) existirà e 

x^p 

lim g (f CO) = lim g («). 

x -» p u->a 


Demonstraqao 

Como lim g ( u) = L, dado e > 0, existe <5 t > 0 tal que 

x -» a 

0 0 < \ u - a \ < 8^ =ì \ g (u) - L \ < e. 

Como lim f(x) = a, para o > 0 acima existe 8 2 > 0 tal que 

X -*■ p 

(5) 0<lx-/7l<5 2 ^ I / CO - a I < Sj. 

Tomando-se 8 — min {8 2 , r), segue de (5) e da hipótese 
(3) 0<lx--/?l<S^0< l/CO - a I < Sj. 

De 0 e (3) resulta 

0 < I x — p \ < 8 I g (f(x )) - L I < €. 

Assim, 

lim g (f(x)) —L— lim g (u). m 

x -* p u —> a 

Observa^ào. Se g nào estiver definida em a, segue-se da hipótese Im/ C D g , que/(x) a 
para todo x E Dj. Assim, neste caso, a condi?ào “existe r > 0 tal que/(x) ± a para 
0 < Ix — p I < r” é dispensàvel. Entretanto, se g estiver definida em a, mas nào for continua 
em a, tal condilo é indispensàvel corno mostra o próximo exemplo. 

EXEMPLO 7. Sejam/e g defìnidas em IR e dadas por/(x) = 1 e g(u) = 

Temos 

lim /(x) - 1 e lim g (u) = 2. 
x -> p u l 

Como g (f(x)) = 3 para todo x, segue que 

lim g (f(x)) * lim g («). 

X -» p u->\ 

Este fato ocorre em virtude de nào estar satisfeita a condigào “existe r > 0 tal que/(x) + 
1 para 0 < I x - p 1 < r”. ■ 


fu + 1 se u 1 
[3 se u = 1 
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Exeracios 3.5 : 
1. Calcule 


a) lim 
x — * - 

J* 3 + 1 

x + 1 


b) lim 

JC — > 1 

c ) lim 

X — ^ I 

ì/x + 7 - 2 
x - 1 

- 

d) lim 
*-»i 


V* 2 + 3 - 2 


-1 


ìj3x + 5 - 2 
x 2 -1 


2. Seja/definida IR. Suponha que lim ^ = 1. Calcule 

Jt 0 x 


a) lim 


/( 3x) 


&) lim 


/(* 2 ) 


x —^ o x 

, ,. fi* 2 - 1) 

c ) lim - 

X —> I X - 1 


x —» 0 X 

/(7x) 


rf) lim 


0 3x 


3. Seja/definida em IR e seja p um reai dado. Suponha que lim ^ ^ = L. Calcule 





x p X ~ 

a) lim 

f{p + h) — f{p) 

b ) lim 

fip + 3 h) - f{p) 

A-»0 

h 

h -» 0 

h 

c) lim 

fip + h)~ f{p - h) 

d) lim 

f{p - h) - f{p) 

A —» 0 

h 

A-> 0 

h 


3.6. Teorema do Confronto 


Teorema {do confronto ). Sejam f g, h très fui^òes e suponhamos que exista r > 0 
tal que 

/(*) (*) 


para 0 < l x — p\ < r. Nestas condigòes, se 


entào 


lim f(x ) = L = lim h (x) 
x -» p x -» p 

lim g (x) - L. 

x p 


Demonstraqào. (Veja Se?ào 3.9.) 

EXEMPLO 1. Seja/urna fun^ào e suponha que para todo x 

l/(x) I x 2 . 


a ) Calcule, caso exista, lim /(x). 

b) fé continua em 0? Por què? 

Soluqào 

a) l/M I « x 1 <=> -x 2 «/(*) =s x 2 . 

Como lim — x 2 = 0 = lim x 2 segue do teorema do confronto que 

x -> 0 x —> 0 


lim /(x) = 0. 

x —> 0 

b) Segue de (a) que/sera continua em 0 se/(0) = 0. Pela hipótese, I/(x) I € x 2 para todo 
x, logo, 1/(0) I ^ 0 e, portanto,/(0) = 0. Assim, 

lim /(x) = 0 = /(0), 

x -> 0 


ou seja, fé continua em 0. ■ 

O próximo exemplo nos diz que s eftiver limite Oempe se g for limitada, entào o prù¬ 
duto f- g terà limite 0 em p. 

EXEMPLO 2. Sejam/e g duas fun?òes com mesmo dominio A tais que lim /(x) = 0 e 

X ~*P 

| g (x) I ^ M para todo x em A, onde M > 0 é um nùmero reai fixo. Prove que 

lim f(x)g (x) = 0. 

Soluqào 

i/(x) £ (x) I = l/(x) 11 g (x) I M l/(x) I 
para todo x em A. Dai, para todo x em A 

—M 1/(x) I /(x) g (x) *£ Af l/(x) I. 

De lim /(x) = 0 segue que lim M l/(x) I = 0 e lim -M l/(x) 1 = 0. Pelo teorema 

x p x ^ p 

do con fr onto 

lina / (x) g (x) = 0. ■ 

*-> P 

EXEMPLO 3. Calcule lim x 2 • g (x) onde g(x) = 

x o 

Soluqào 

lim x 2 = 0; corno lim g (x) nào existe (verifique) nào podemos aplicar a propriedade 
* -> 0 x->0 

relativa a limite de um produto de fun^òes. Entretanto, corno g é limitada, (I g (x) I 1 para 

todox) e lim x 2 = 0, pelo exemplo anterior 

x —> 0 


1 se xEQ 
-1 se x £ Q 
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I 


lirnV 2 .* (x); = 0. 

x->0 1 \ / 

0 


Exerct'cios 3.6 


2 - 1 

1. Seja/uma fun£ào definida em IR tal que para todo x # 1, —x + 3jc =£ f(x) <-. C 

x — 1 

cute lim /(x) ejustifique. 

x-> 1 

2. Seja/definida em IR e tal que, para todo x, l/(x) — 3 I *£ 2 I x — 1 I. Calcule lim f(x) 

X —> 1 


justifique. 


3. Suponha que, para todo x, I g (x) I =£ x 4 . Calcule lim — ^ . 

x -» 0 x 


4. a) Verifique que lim sen — nào existe. 
x —> 0 x 


b) Calcule, caso exista, lim x sen —. (Justifique.) 

jc -> 0 x 

, ^ , , . . /(x)-/(0) , _ , , 

5. Calcule, caso exista, lim -onde/e dada por 

x —i 0 x 0 


«) m ■- 


x z sen — se x # 0 
x 

0 se x = 0 


b) f(x ) = 


x sen — se x =é 0 


0 se x — 0 


6. Sejam/e g duas fun^òes definidas em IR e tais que, para todo x, [g (x)] 4 + (/(x)] 4 — 4. Calcu 


e justifique. 

a) lim x} g(x) 
x 0 


b) lim /(x) a/x 2 — 9 
x—>3 


7. Seja/definida em IR e suponha que existe M > 0 tal que, para todo x, 1/ (x) — / (p) I *£ M I x - 
Pi 2 

a ) Mostre que fé continua em p. 

,, ^ ^ f{x) - f(p ) 

b ) Calcule, caso exista, lim - - .. .. 

x -> /> x — p 

8. Sejam a, b, c reais fixos e suponha que, para todo x, I a + bx + ex 2 ! =£ I x I 3 . Prove que a = b- 
c = 0. 

9. Prove: lim /(x) = L => lim I /(x) I = I L I. 

x —> p x —» P 


(Sugestdo: verifique que I l/(x) I — I L 11 =£ l/(x) — L I e aplique o teorema do confronto.) 
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10. A afirma 9 ào 


“ lim l/(x) I = I L I => lim /(x) = L" 

x-> p x > p 

é falsa ou verdadeira? Por què? 


ll.Dèexemplodeumafun^ào/talque lim I /(x) I existe, mas lim /(x) nào exista. 

x -> p x p 



3.7. Continuidade das Funcòes Trigonométricas 

Lembrando que sen (-x) = -senx, segue da propriedade (5) da Se^ào 2.2, que existe r > 0 
tal que, para todo x, com I x I < r, 

0 I senxI <1x1. 

(Interprete geometricamente està desigualdade.) 

Vamos, agora, utilizar © para mostrar que 

@ I sen x - sen p I < I x - p I 

para I x - p I < 2r. Temos 

I sen x - sen p I = 12 sen x ^ P cos x ^ p \ = 2 Isen p \ Icos * + ^ 1 ■ 

De Icos - ■ I < 1, segue 

(D ! senx - senp I « 2 Isen —^l- 

De © segue que, para I x - p I < 2r. 



De © e © resulta 


I sen x — sen p I < I x - p I 

para I x - p i < 2r. 

Fica a seu cargo mostrar que 

© I cos x — cos p I < I x — p 

para I x - p I < 2r. 
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I 


Teorema. As fun?òes sen e cos sào contfnuas. 

Demonstraqào 

Seja p um rea! qualquer. Por (2), 

I sen x — sen p I I x — p I 

para I x — p I < Ir. Como lim (x — p) = 0, segue, do teorema do confronto, que 
*->/> 

lim (sen x — sen p) = 0, 

X —> p 

ou seja, 

lim sen x = sen p. 
x->p 

Logo, sen x é continua em p. Como p foi tornado de modo arbitràrio, resulta que sen x è 
continua em todo p reai, isto é, sen * é urna fun?ào continua. Fica a seu cargo a demonstra~ 
9 ào da continuidade da fun 9 ào cos. m 

Deixamos a seu cargo provar, corno exercfcio, que as fun 9 Òes tg, sec, cotg e cosec sào, 
também, continuas. 
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Assim, para todo x, corno 0 < I x I < r. 


^ sen x ^ , 

COS X <-< 1. 


Como lim cos x = 1 
x —> 0 


lim 1, pelo teorema do confronto, 
x -> 0 


sen x 

lim -= 1. 

x->0 x 


Observe que, para mòdulo de x suficientemente pequeno, Sen x = 1 ou x = sen x. Inter¬ 


prete geometricamente. 


„ , , sen 5x 

EXEMPLO 1. Calcule lim -. 

x -» 0 x 


Soluqào 


sen 5x ^ sen 5x _ sen u 

lim -= hm 5-- lrm 5- - 5, 

jc -> 0 X x — > 0 5 x u — > 0 U 


.. sen 5x 
lim -= 5. 

x->0 x 


EXEMPLO 2, Calcule lim -— 

jc-» 0 x z 

Soluqào 

1 — cos x 1 — cos 2 x 1 sen 2 x 1 1 

lim - ■= -= lim -=--- lim —x -- —. 

jc 0 X L x -> 0 X Z 1 + cos X X 0 X Z 1 + COS X 2 


sen 2 x , 1 1 

pois, lim —r— = le lim -= —. 

x^o x l x -»0 1 + cos x 2 


Justificaqào geometrica da propriedade (5) da Seqào 2.2: 


àrea A OAP = Se ^ X e àrea A OAT = (Veja figura na pàgina seguinte.) 

2 2 


Por urna regra de très simples calculamos a àrea a do setor circular OAP: 
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2tt rad — àrea tt 


x rad — àrea a 


2 tt 2 


Portanto, àrea do setor circular OAP = —. 

2 


0 


Assim, para 0 < x < — (x é a medida em rad do arco AP), 


sen x < ^_ < tgx 
2 2 2 


Exercicios 3.8 


sen x < x < tg x. 


a) Ita SJL 

x -»0 X 


b) lim - 

.T —> o sen x 


d ) lim - 

x —» ir X — TT 


e ) lim - 

x o sen x 


x -» o sen 4x 

1 — sen x 
/') lim - 

•— 2x ~ n 
2 

l) lim pi= 0 

x —» p X~ — p~ 


sen (x 2 H-) — sen — 


«) lim -——- 

*->0 

x - tg x 
p) lim - 

X -> 0 X + tg X 


/) lim - 

x -4 o tg x sen x 

, 1 - cos x 

h) lim - 

x -» 0 x 

j) lim x sen — 

x —> 0 X 


sen (x 2 - p 2 ) 

m) lim - 

*-> p x — p 


x —> 0 x — sen x 

sen ttx 
q) lim --— 

X -> 1 X — 1 


2. a) Prove que existe r > 0 tal que 


, sen x 

cos x — 1 <-1 < 0 


para 0 < I x I < r. 


,, _ , , ,. x - sen x 

b) Calcule lim --- 

x~>0 x 2 
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3.9. Propriedades Operatórias. Demonstra^ào do 
Teorema do Confronto 



Demonstragdo 


à) l/(x) + g (x) - (L + L r ) I |/(x) - L I + I g (x) - L x I. Da hipótese, dado e > 0, existe 
S > 0 tal que 

l/(x) — LI < — 

0 < lx — /?| < 5 => ■ 2 

lg(x)-L l l<j 

dai 

0<lx-^l<5=>l \f(x) + g(x)] ~ (L + L]) I < e. 

b) Se k = 0, kf(x) = 0 para todo x E Ly, logo 

lim kf(x) = 0 = k lim /(x). 
x -> p x-> p 

Se k 0, dado e > 0, existe 8 > 0 tal que 
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0<lx- /?!<£=>! kf(x) ~kL I < e. 
c )f (*) ?W= ^ [(f(x) + g (x)) 2 - (f(x) - g (x)) 2 ] (verifique). 

lim \f(x) + g (x)] 2 = [ lim (f(x) + g (x))] 2 = (L + Lj) 2 (veja Exemplo 4-3.5) 

X -ì p X -ì p 

lim g ( x ))] 2 = [ lim (f(x)~ g (x))] 2 = (L — L x ) 2 . 

X -» p X -> p J 


lim /(x) g(x)= — [(L + Lj) 2 - (L - L,) 2 ] = LL V 
x —> p 4 

d ) lim l^-= lim f (x) • —-— — L, * —— = . 

g(x) x->p g(x) L x L] 

Demonstraqào. (Veja Exemplo 5 da Se?ào 3.5.) 

Demonstraqào (do Teorema do Confronto). 

Como, por hipótese, lim /(x) = L = lim h (x), dado e > 0, existem 5, > 0 e 8 7 > 0 ta 


0<lx-pl<Sj => L — e < f (x) <L + € 


0 < I x — /? I < £>2 => L — e < h(x) < L +e. 


Tomando-se 5 = min {6j, 5 2 , r} vem: 

0<lx — /?l<5=* L — e < f (x) g (x) =£ h (x) < L +e; 

logo 

0 < I x — p\< B => L — e< g (x) < L + €, 

ou seja, 


Um g(x) - L. 
x^p 


4 


Extensóes do Conceito 
de Limite 


4.1. Limites no Infinito 

Nosso objetivo, nesta se?&o, é dar um significado para os sìmbolos 

lim f(x) = L 

X + ac 

(leia: Umite de/(x), para x tendendo a mais infinito, é igual a L) e 

lim /(x) = L. 

X —» -00 
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[V e > 0, 3 8 > 0, com -5 < a, tal que 
lim f(x) = L <=> <! 

->-» I x<-5=* L - e< f(x)< L + e. 


EXEMPLO 1. Calcule lim — ejustifique. 

*-»+<» * 

Solugào 

. ... , 1 i. 1 _ 

Quanto maior o valor de x, mais proximo de zero estara — : lim-U. 

x *->+» x 

Justifìcagào 

Dado e > 0 e tomando-se 8 = - 

e 

x> 8=* 0< - < e 
x 

e, portanto, 

x > 5 => 0 — €< — <0 + e. 
x 

Logo, lim — = 0. 

X-t+QC X 



Deixamos para o leitor as demonstrasòes dos seguintes teoremas: 

Teorema 1. Sejam/e g duas fun^òes tais que Im/C D g e lim f(x) = a 

6 *-»+oc 

a ) Se g for continua em a, entào 

lim g(f(x))= lim g(u). 
x —» +» u—* a 

b) Se g nào estiver definida em a e se lim g(u) existir, entào 

u->a 

lim g(/(x)) = lim g(u). 

x +30 u -+ a 
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Teorema 2. Seja k urna constante e suponhamos que lim f(x) = L 




x —»+ 30 

e lim 

g(x)-~ 

= L\. Entào 



X> 



a) 

lim 

[/(*) + *(*)] = 

L + L,. 





b) 

lim 

kf (x) = k lim 

f(x) = kL. 



x —> +* 


c ) 

lim 

f(x)g(x) = LL v 



JC-> +00 



d) 

lim 

^—1 = — desde que L. =£ 0. 

X ->+30 

SW H 



Observamos que os teoremas acima continuam vàlidos se substituirmos “x + 00 ” por 

r -00”. 


EXEMPLO 2. Calcule lim —, onde n > 0 é um nùmero naturai dado. 

*-»+co x n 


Solugào 


1 fìY 

lim -— — lim — = lim u n = 0. 

*->+=eX” x-^+ooVxy u —> 0 


EXEMPLO 3. Calcule lim + * 4 + 1 . 

*->+<» 2x 3 + X + 1 

Solugào 

Vamos colocar em evidència a mais alta potència de x que ocorre no numerador e proceder 
da mesma forma no denominador. Deste modo, irào aparecer no denominador e numerador 

expressòes do tipo — que tendem a zero para x—>+<^,o que poderà facilitar o càlculo do 
x n 

limite. 


t 5 + x 4 + ! x5 1+ x + x^' 1 + — + \ 1 

lim —?-= lim -jJ=----=Lr= lim - 4 -. 

x -++<* 2 x D + x + 1 *-»+«> 5 2-1___j_ x->+» 2-1___f_ 1 2 

L X 4 X 5 J X 4 X 5 

Exercfcios 4.1 . 

1. Calcule. 


a) lim 


1 3 

c) lim [5 +-I- -X-] 

x -+ -30 x x L 

... 2x + 1 

e) lim - 

x -+ +00 x + 3 


b) lim —r- 

x-*-oc x 5 


d) lim [2-] 

X -+ +=c X 

- 2x + 1 

f> hm —T 

x -> -00 x + 3 
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x 2 - 2x + 3 

g) lim —r-- 

x -oc 3x J + x + 1 


i) lim 


+ oe x 2 + 3x 4-1 


0 lim 3|5 h- 

X _»+00 \> X 


ri) lim 


4ZR 


->+oc 3x + 2 

Vjc + 3/7 


p ) lim ^ A - 

X -+ +00 X^ + 3 

r) lim [ x — tJx 2 + 1 ] 


h) lim 


5x 4 - 2x + 1 
+00 4x 4 + 3x + 2 


7) lim 


2jr + 1 

-oc x 4 + 2x + 3 


m) lim 3 — 


j + -® vr +3 


o) lim 


^/x 3 + 2x - 1 


* +3C -^/x 2 + X + 1 


(?) lim -7=- 

x —> +co -^jc 


s) lim [-\jx + 1 — ^/x + 3 ] 


2. Sejam/e g definidas em [a, + *>[ e tais que lim 


/(*) 


= 0, lim g(x) = 0 eg(x) ^ 0 | 
X-»+» g(x) X-»+o° 


para todo x 3= a. Calcule, caso exista, lim / (x). 

X —» +CC 


3. a) Calcule lim 


x 3 + 3x - 1 


► +oc 2x 3 - 6x + 1 
b) Mostre que existe r > 0 tal que 


1 x 3 + 3x - 1 3 

x > r => — < —~-< — 

4 2x 3 — 6x + 1 4 


4. a) Calcule lim 


x + 3 


+ 00 X J + 2x — 1 
b ) Mostre que existe r > 0 tal que 

x> r=>0< 


x + 3 1 

x 3 + 2x - 1 2 


5. Sejam/e g definidas em [a, +*[ e tais que/(x) & 0 e g (x) > 0 para todox 3= a. Suponha que i 

/U) 


lim 

X-++ 0 C g(x) 


= L, L > 0. Prove que existe r > 0, r > a, tal que para todo x> r 


L 3 L 

— g(x) < f(x) < — g(x). 


Conclua dai que se lim g(x) = 0, entào lim /(x) = 0. 

X —> +°o X-*+=o 


4.2. Limites Infinitos 


Definito 1. Suponhamos que exista a tal que ]a, +°c[ c Df. Defìnimos 

fV € > 0, 3 8 > 0, com 8 > a, tal que 

(a) lim f(x) = +™ «=> 


X_>+oo 

x > 8 => /(x) > e. 

V e > 0, 3 8 > 0, com 8 > a, tal que 

(b) lim /(*) = -«> <^> 

X-++ 30 

x> 8=> /(x) < -e. 


Definito 2. Sejam/urna finito, p um numero reai e suponhamos que exista b tal 
que ]p, b[ C Df. Definimos 

lim f(x)~+oo 

X -» p + 

[V e > 0, 3 5 > 0, com p + 5 < ò, tal que 
° | 

[ p<x<p + 5=> /(x) > e. 

> 

' , 

f(x ) 

—A 

e 

— -i- +\. 

■ 11 
« 11 

iti _ 


p 1 X p + 6 X 

1 


Deixamos a seu cargo definir lim f(x) — —oo, lim f(x) = +°° } lim f(x) = —o°, 

X —» p+ X —* —OC X —> —00 

lim_ f(x) = +o=, lim_ /(x) = -oo, lim /(x) = +oc e lim /(x) = 

x~rp x—>p X —> p x~rp 

EXEMPLO 1. Calcule lim — ejustifique. 

r + 0 + X 
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Justificagào 


Dado e > 0 e tomando-se 8 — - 


0 < x < 5 => — > e. 


lim — = +30 

x->0 + x 


EXEMPLO 2. Calcule lim x ejustifique. 

x ->+oo 

Soluqào 


Dado € > 0 e tomando-se 8 = e 


x > 8=i> x> e. 


lim x = + oc . 

X +00 


Teorema 


lim / (x) = +co 

x—»+co 


lim [/ (x) + g (x)] = +oc 


lim g (x) = +o 
x-> +°° 


lim / (x) g (x) = +oo 

X -4 + =c 


lim / (x) = L, L reai, 
x -» + * 


lim / (x) g (x) = +00 se L > 0 

x —> +» 


lim g (x) = +oc 


lim / (x) g (x) = -oo se L < 0 

X —» +00 


lim / (x) = —oc 

X -4 +3= 

lim g (x) = +oc 

X -4 +0° 


lim f (x) g (x) = -oc 


lim / (x) = L, L reai, 

X-4+oe 


lim g (x) = +oc 


lim [/ (x) + g (x)] = +oo 

X -4 +00 


lim / (x) = L, L reai, 
x —> +3= 


lim g (x) = -oo 

X —> +00 


lim [/(x) + g(x)] = -oc 
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lim / (x) = -co 
x-»+ x 

=> 

lim g (x) = -oc 

X-4+oo 

f lim / (x) = L, L reai. 


lim [/ (x) + g (x)] = -oo 

X -» +3C 

lim / (x) g (x) = +oc 

X -4 +00 

f lim / O) g (x) = -co se L > 0 

X -4+cc 


lim g (x) = -oc 

X —> + 00 


lim / (x) g (x) = +oc se L < 0. 

X —» +00 


Demonstraqào. Para as demonstragòes de (a) e (b), veja os Exemplos 13 e 14. As demons- 
tragoes dos demais itens ficam a cargo do leitor. ■ 

Observamos que o teorema anterior continua vàlido se substituirmos “x —»> +oo” por 
“jc -» -a»” ou por “x —* p + ” ou por “x —> p“” ou por “x —*■ p”. 

Observagào. O teorema anterior sugere-nos corno operar com os simbolos +“e — oo; 
+00 + ( + 00) = + CC, -00 + (-oc) = -co, L ■ ( + 00) = +00 se L > 0, L ■ ( + 00) - -oc 
se L < 0, L - (—oc) = -oc se L > 0, L ■ (-oc) = +oo se L < 0, L + (+«>) = +oc seLGR, 
l + (-oo) = —oc se L E R, +00 • (+0C) = +00, (-00) • (-oc) = +00 e +OC . (-00) — —00. 

Inàeterminaqòes 

+oo — (+oo), —OC — (—co), 0 ’ 00, -, —, 1°°, 0°, oo^. 

00 ’ 0 ’ 

EXEMPLO 3. Calcule lim x 2 . 

X -> +30 


Soluqào 


lim x 2 = lim xx — +oo. 

X->+33 *—»+CC 


Soluqào 


EXEMPLO 5. Calcule lim 


Soluqào 


x J + 3x — 1 

Um —*-= lim 

*-4+3c-2x z + x + 1 x —> +* 


(3x 2 - 5x - 

■OC 

t-2). 

■ 2) = lim 

x 2 [ 3 . 

x->+* 

L 

x 3 + 3x - 

ì 

» 2x 2 + x + 

T' 

x 3 [i+4 
x z 

ì * 

X 3 

c + |"2 + i- 

X 

x _ 


3 1 


v2 r 3 1 

= lim x- 4= - 4 — = +oo — = +oo. 

*-> +oc 2 + I+J_ 2 

XX 2 ■ 
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O próximo exemplo conta-nos que, se f(x) tende a zero para x —» p e se f(x) > 0, entàol 


1 


f(x) 


tende a +°° para x —> p + . 


EXEMPLO 6. Suponha que lim /(x) = 0 e que existe r > 0 tal que /(x) > 0 parql 


p < x < p + r. Prove que 


x ->p 


lim 


1 


- = + 30 . 


x^p + f(x) 

Solugào 

. Pela hipótese, dado e > 0, existe S > 0, com 5 < r, tal que 


p < x < p + 5 => 0 < f(x) < - 


dai 


Logo 


p < x < p + 8 - 


lim 


/Oc) 


> e. 


X —» p 


/OO 


• = + 00 . 


EXEMPLO 7. Calcule lim -. 

* -» i + x-ì 

Solugào 

x — 1 > 0 para x > 1 e lim (x — 1) = 0, logo 

X-»l + 


lim - 

x->l + x - 1 


= + 00 . 


Interprete graficamente. 


EXEMPLO 8. Calcule lim -. 

x —► l X-ì 

Solugào 

x - 1 < 0 para x < 1 e lim (x - 1) = 0, logo 
x —y 1 


lim - 

x —> 1 X-1 


Interprete graficamente. 


ESEMPLO 9 . Sejam/e g duas fun?òes tais que lim f(x) = L > L± 0, lim g (x) = 0 

x —» p + x —» p + 

e que existe r > 0 tal que g (x) + 0 para p < x < p + r. Prove que, nestas condi?oes, ou 

f (x) / (jc) / (x) _ 

J - = +oo ou lim — = ' oo ou lim — - nao existe. 

x Tp + 8 (x) x-*p + g(x) x->p + g (x) 

Solugào 

f (jt) 

Basta provar que lim --- nào pode ser finito. Se tal limite fosse finito, teriamos 

x-*p+ g (x) 

lim /(*) = lim g (x) = 0 


que é urna contradi? ào. 


x^p + x^p + g (x) 


x 2 + 3x 


EXEMPLO 10. Calcule lim —=-. 

x^2 + X z ~4 


Solugào 


lim (x 2 + 3x) = 10 e lim (x 2 - 4) = 0. 

* 2+ x->2 + 


Pelo exemplo anterior, o limite proposto ou é +o°, ou ou nào existe. Vejamos o que 
realmente acontece. Inicialmente, vamos separar o fator que é responsàvel pelo anulamento 
do denominador. 

x 2 + 3x 1 x 2 + 3x 

x 2 - 4 x — 2 x + 2 

1 x 2 + 3x 5 

Como lim - = + 0 ° e lim - = —, resulta 

X~>2 + X-2 x->2 + X + 2 2 

x 2 + 3x 1 x 2 + 3x 5 

lim —= -= lim -= +oo—= +oc. 

* 2+ * 2 - 4 X^>2+ X-2 x + 2 2 


X 3 -1 

EXEMPLO 11. Calcule lim -. 

*->1+ x 2 — 2x + 1 

Solugào 

Como 1 é raiz do numerador e denominador vamos, primeiro, simplificar. 

X 3 - 1 _ (x - l)(x 2 + x + l)_x 2 +x+l 


x 2 - 2x + 1 


c* - i) 2 


x-l 
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Entào: 

lim --— = lim —--(x 2 + x + 1) = + x • 3 = +°°. 

*-»l+ x 2 ~2x + ì *->i+ x-l 



EXEMPLO 13. Suponha que lim /(x) = +<* e lim g (x) = +«. Prove 

X —»+» x —>+* 

a) lim (f(x) + g (x)) = +°°. 

X-> +°o 

b) lim /(x)g(x) = +«>. 
x->+*> 

Soluqào 

a) Segue da hipótese que dado e > 0 existem > 0 e 8 2 > 0, tais Q ue 

*>< 5 , =>/(*)> | 

e 

a: > §2 => 8 (*) > j. 

Tomando-se 5 = max^, S 2 } 

x > 8 =>/(*) + g (x) > | | = e. 

Logo, lim [/(x) + g (x) ] = + 00 . 

X -> + <* 

b) Segue da hipótese que, dado t > 0, existe 5 > 0 tal que 

x> 8=>f(x)> ex>e>=*g(x)>Ve 
dai 


x > 8 =»/(*) g (x) > €, 


Extensòes do Concetto de Limite 109 


lim /(x)g(x) = +*>. 

X —> +0C 


FXEMPLO 14. Suponha que lim f(x) - L,L reai, e lim g (x) = +“>. Prove 

^ x-^>+=° x->+=o 

a) lim /(x) g (x) = + 3 o S e L > 0 . 

x-+ +oc 

b) lim /(x) g (x) = — 00 se L < 0 . 

jt-++ oc 

Soluqào 

a) Segue da hipótese que, dado e > 0, existem 5 1 > 0 e 8 2 > 0 tais que 

x> 8 X =>/(x) > yex> 52 =>g(x)> y. 

Tomando-se 5 = màxfSj, 5 2 } 

x > 8 =>/(x)g(x) > e. 

b) lim — /(x) = - L > 0. Pelo item a), lim - f(x) g (x) = + °c. Entào, dado e > 0, 

X —> -l-oc- x—>+oc 

existe 8 > 0 tal que 

x > 8 => - f(x ) g (x) > e. 

Logo, 

x> 8=>f(x)g(x)< - e. 


Exercicios 4.2 ; 
1. Calcule. 


a) 

lim 

(x 4 - 3x + 2) 

b) lim 


x -> +00 


X -> +=c 

c) 

lim 

(3x 3 + 2x + 1) 

d) lim 


X -> —OC 


X -> +00 



5x 3 - 6 x + 1 


e) 

lim 


/) lim 


X -> +00 

6 x 3 + 2 

X-> +00 



5x 3 + 7x - 3 


g) 

lim 


h) lim 


X -> +0C 

x 4 - 2x + 3 

X -> -oo 



x 4 - 2x + 3 


0 

lim 


j) lim 


X -» —OC 

3x 4 + 7x - 1 

X -> -00 


5x 3 — 6 x + 1 
6 x 2 + x + 3 


l) lim 


t->+* x z - 2 


1 


m) lim 
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2. Prove que lim fyx = +», onde n > 0 é um naturai. 

X-» + *> 


3. Calcule. 

x Vx + 1 

a) lim - 

x —> +<» x + 3 


or + Jx + 3 

b) lim -J- 

x —> +°° 2x - 1 


c) lim [2x — Jx 2 + 3 ] 


d) lim (x — ^'3x j + 2) 


e) lim (x — tJx 2 +3) 


/) lim (x — Jx + 3) 


g) lim Oy/x + Vx — V Jc — 1 ) 

4. Calcule. 


/i) lim (x — ^ 2 + 3x 3 ) 

X -* +& 


a) lim 


>3+ 3 - x 


i>) lim - 

x -» 3“ x - 3 


c) lim - 

1 + 2x — 1 
x -* — 


d) lim — 

x-> 0 _ x 


e) lim - 

x—»0 + x 

8 ) lim —= - 

X -» 0 + X * - x 

3x + 1 

/) lim —x - 

1 + 4x 2 - 1 


_ v X - 3 
fi hm — y~ 

X 0" x z 
3 

fi) lim — = - 

x -> 0“ * ~ x 

,. 2x + 3 
fi hm , 

x -> r x z - 1 


2x + 3 

/) lim —=- 

*_H+ x 2 -1 

2x + 1 

n ) lim —=- 

x - 1 + x l + x 

3x ~5 

p) um —x - 

x^l + x 2 +3X-4 

3x 2 - 4 

r) lim - x- 

x-»-l + 1 -x 2 


x x 2 - 3x 

m) lim —=- 

x->3+ x 2 - 6x + 9 

x r 2x + 1 

o) hm —=- 

* _> o + x z + x 

x 2 — 4 

q) lim —=- 

x —» 2" 1- X 2 — 4x + 4 


sen x 

s) lim —x - x- 

x -» 0 + X J - x^ 


5. De exemplo de fun§oes feg tais que lim /(x) = L, L + 0, lim g (x) = 0, mas 

/(x) x ^ p+ x ^ p 

lim -nàoexiste. 

X -> P + g (x) 

6. De exemplo de fungòes/e g tais que lim /(x) = +», lim g (x) = + 00 

X -> +CO X -> 

e lim [/(x) - g (x)] * 0. 


7. De exemplo de funsòes feg tais que lim /(x) = +», lim g (x) - +°° 

x-»+» x—>+“ 

r / (x) 

e hm - + 1 . 

x->+«> g (x) 
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3 2 

8. Seja/(x) = ax + bx + ex + d, onde a > 0, b, c, d sào reais dados. Prove que existem numeros 
reais Xj e x 2 tais que/(xj) < 0 e/(x 2 ) > 0. 

f (jf) 

9 Sejam / e g duas funfdes definidas em ]a, +»[ tais que lim -= +<* e g (x) > 0 para 

x -► +<» g (x) 

lodo x > a. Prove que existe r > 0 tal que para todo x> r,f(x)> g (x). 


4.3. Seqùéncia e Limite de Seqùéncia 

Urna seqùéncia ou sucessào de numeros reais é urna fun£ào n •-» a n , a valores reais, cujo 
dominio é um subconjunto de fU As seqiièncias que vào interessar ao curso sào aquelas cujo 
dominio contém um subconjunto do tipo {« E N I n ** q} onde q é um naturai fixo; so con- 
sideraremos tais seqiièncias. 

A notagao a n (leia: a indice n) é usada para indicar o valor que a seqùéncia assume no 
naturai n. Diremos que a w éo termo geral da seqiiència. 

EXEMPLO 1. Seja a seqiiència de termo geral a n = 2 n . Temos 
Oq = 2°, oj = 2 \a 2 = 2 2 , ... 



EXEMPLO 3. 

5 

a ) X afa ~ a 2 + <23 + a^ + ag. 

b) 1 k 2 = l 2 + 2 2 + 3 2 + 4 2 + 5 2 . 

k = l 

c) ì _L = _L + ^ + ^ + ... + ^. 

Jfe = 0 A + I 0 + 1 1 + 1 2 + 1 n + 1 
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Soluqào 

© s n = 1 + t + t 2 + ... + /" “ 1 + t n . 

Multiplicando ambos os membros por t, vem 
© ts n = t + l 2 + t 3 + ... + t n + t n + 1 

Subtraindo membro a membro © e ©, obtemos 

i„d-o = i -<" + 1 

logo 

l-t n + l 


Observe que s n é a soma dos termos da progressao geomètrica 1, t, t 2 , t 2 , ..t n . 
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(iii) lim a n = -o c <=> 
/z-»+°° 


Para todo e > 0, existe um naturai »o tal que 
n > no => a n < —e. 


Se lim a n - a , diremos que a seqiiència de termo geral a„ converse para a ou, sim- 

plesmente, que a n converge para a e escrevemos a n —» a. Se lim a n = +oo, diremos que 

n —» +oo 

a„ diverge para +<*> e escrevemos a n +°°. Se lim a n = -co, diremos que a n diverge 


Observamos que as defini^òes acima sào exatamente as mesmas que demos quando tra- 
tamos com limite de urna fungào/(x), para*-» +°c ; deste modo, tudo aquilo que dissemos 
sobre os limites da forma “ lim /(*)” aplica-se aqui. 


EXEMPLO 6 . Calcule lim 2n + 3 . 

n —> +oo n + 1 


Soluqào 


2 + l 

2n + 3 .. „ _ 

lim -= lim —= 2 . 

«-^+oe rc + 1 n -* +oo J _|_ 


EXEMPLO 7. Suponha que existe um naturai n 3 tal que a n > b n para todo n 2 * n 3 . Prove 
que se lim £> n = +», entào lim a„ = + 00 . 

« —» +0C n _> +0C 

Solugào 

Como lim b n = +°°, dado e > 0 existe um naturai n 2 tal que 

n->+oo 

n> n 2 => b n > e. 

Tomando-se «q = màx{n 3 , n 2 } resulta 

n>n 0 =>a„ s* b n >e 


lim a„~ +oo. 


EXEMPLO 8. Suponha a > 1 . Mostre que 


lim a 1 = +oo. 
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Solugào 

a = 1 + h, h > 0. Pela formula do binòmio de Newton 


dai 


ou seja, 


a+*y -1+(7) *+g) * a +- - -+(*) *- 

(1 + h) n 3* 1 + h para n 1 , 
a n 3* 1 + nh para n s* 1 . 


Como /i > 0, lim (1 + nh) = +°o; logo 

n +oo 


lim a 1 = +00 (a > 1 ). 
n -+ + 30 


EXEMPLO 9. Supondo 0 < h < 1, calcule lim b n . 

n->+x 


Solugào 


Inicialmente, observamos que se lim s n = +oo, entào lim — =0 (verifique). 

n-» + oo n —» +oo S n 

De 0 < b < 1, segue que — > 1; entào 
b 

1 


lim b n ' lim -— — 0 

n —» +<* n —> +w n" 

,b 


pois, lim { — 1 = +oo (Exemplo 8 ). 

n -* + oc \b j 


EXEMPLO 10. Calcule lim 

n +co 3” + 2 


Solugào 


lim Um fi 


„V+<*3 n +2 1+ A 

3” 


n 1 + - 


^ = 0 


flY 1 2 

pois lim — =0 (Exemplo 9), lim — = 0 e lim — = 0. 

fl -» + OC V 3 ) «->+00 2” n —> +00 3” 


EXEMPLO 11. Calcule 


« 


lim X 

«-*+co £ = 0 



Solugào 




(veja Exemplo 5). 


Como 


lim 

n -» +a> 



= 0 , resulta 


lim X — = lim 

h->+o°* = ov2/ «-»+«: 


1 - - 


n + 1 


■ = 2 . 


1--=- 1 -- 

2 2 


A igualdade 


é usualmente escrita na forma 


n / -\ 

lim X — =2 


«->+°°Jt = 0v2 


1 + — + —j + ... + ——f ... = 2. 
2 2 2 2 ” 


Exerclcios 4.3 


1. Calcule. 




2/1 — 3 




a) 

lim 

n + 1 

b ) 

lim 

(w 2 + 3) 


n —» +cc 

n -> +oo 

c ) 

lim 

n + 1 

rf) 

lim 

n 2 + 2 


rt —> +oo 

n 

n —> +«) 

2n^ + n — 1 

<9 

lim 

r ( - ,)n +2 i 

f) 

lim 



n -+ +oc 

n 

n -» +oo 

« 

s) 

lim 

1 + 5” 

h) 

lim 

S f-ì* 


w —> +» 

2 + 3” 

lì —> +00 

fc = ol3j 


i) lim X t k onde 0 < t < 1 

«-++*> k = 0 

2. Supondo 0 < a < 1, mostre que 


lim !«'=—. 
n ->+oo k = 1 1 — a 
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( i i n 

3. Calcule lim IH- V —K..H— . 

n —^ + 30 \ 2 3 n j 


(Sugestào: 


ri-> — para k 3= 0.) 

M -1 2 


4. Seja f(x) -x,x£ [0, 1]. Considere a seqtiència de termo geral 

\n J n \n ) n V«/« V. n )n n 

a) Calcule S 3 . Observe que, geometricamente, S 3 pode ser interpretado corno a soma das àreas 
dos retàngulos hachurados. 



b) Calcule lim S . (Pensando geometricamente, qual o valor esperado para o limite?) 


5. Calcule lim X k 2 . 

„_ 4 +06 k = i 


(Sugestào: Verifiqueque 1^ + 2^ + 3 ^ — — n (n + 1) (2 n + 1). Veja Segào 17.2.) 

6 

6. Seja/( jc) = x 2 , x E [0,1], Considere as sequèncias 

* n = /(0) 1 + /f-ì 1 + /f-ì i + ... + /f—ì 1 

n \n ) n \n) n \ n J n 


S 

\njn 


-/f-U + ... + / 

\n ) n 


a) lim S 
«-»+«» ' 


b) lim s 


(Interprete geometricamente tais limites.) (Sugestào'. Utilize o Exercfcio 5.) 

7. Urna partfcula desloca-se sobre o eixo Qx com aceleragào constante a, a > 0. Suponha que no 
instante / = 0 a velocidade seja zero. A velocidade no instante t é, entào, dada por v (t) = at. 


Divida o intervalo de tempo [0, 7] em n intervalos de amplitudes iguais a — : 
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(n -1)7 


T , J # aT 2T , 2aT 

No instante —a velocidade sera-, no instante-, sera-etc. Supondo n suficientemen- 

n n n n 

T 2T aT T 

te grande, o espago percomdo entre os instantes — e — sera aproximadamente —-(por 

n n n n 


2 T 2 T 


què?); entre os instantes — e — o espago percorrido sera aproximadamente 


2aT T 


f aT T 2aT T (n-ì)aT T~ 

a) Calcule lim — • — +--K.. + --— . 

n -> +oc L n n n n n n _ 

b) Interprete cinematicamente e geometricamente o limite acima. 

8. Suponha que a sequència de termo geral a n , n naturai, seja crescente (isto é, quaisquer que se- 
jam os naturais nc m, n < m => a n =£ a m ) e que exista M reai tal que a n M para todo naturai 
n. Prove que lim a n existe e que lim a n — sup {a n | n E 1^}. (Veja Segao Al .4.) 

9 . Considere a sequència de termo geral 

1 1 1 

“»= 1 + ^- + ir + -V 

a) Prove que a n é crescente. 

b ) Prove que para todo naturai «5*1 

1 1 1 

1 H- r H- ir + ... H- ir < 2. 

2 2 3 2 n 2 

c) Prove que lim ^1 + + ■ ■ ■ + -y j existe e que é menor que 2. (Compare com 

o Exercfcio 3.) 


(Sugestào para (b): Verifique que —H--—=- + ... +-—p- 

( 2 W ) 2 ( 2 n + 1 ) 2 ( 2 n + 


-i; 2 2” 


4.4. Limite de Funqào e Sequèncias 


Seja/urna fungào tal que lim f(x) = Lea„ urna sequència que converge a p, com 

x^p 

E Dy e a n =£ p para todo naturai n. É naturai esperar que 

lim f(a n ) = L. 

n -* + 00 

De fato, sendo lim f(x) = L, dado e > 0, existe 5 > 0 tal que 

X —» p 

(D 0 < I x - /> I < 5 l/(x) — L1 < e. 

Como a n p, para o 8 > 0 acima existe um naturai n 0 tal que 
n> n.Q=ì\ a n — p \ < ò 
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I 


e corno a n =£ p, para todo n, 


De © e ( 2 ) 


n > Hq =$ 0 < I a n — p I < 8. 


n>n 0 => I f(a„) - L I < e 


Iim f(a n ) = L. i 

n —> +oo 

Em particular, se / for continua empese a n convergir a p, com a n £ D f para todo nj 
entào lira f(a n )=f(p). 

n -» +oo j 

Do que vimos acima resulta que se existirem duas seqiièncias a n e b n , com a n ±pob n ± 
para todo n, que convergem a p e se lim f(a n ) + lim f(b n ), entào Iim f(x) nà 

Al —> +0C fi —^ +00 X —> p 

existirà. Frequentemente, usa-se este processo para mostrar a nào-existència de limite de 
urna fungào num ponto. , 


EXEMPLO. Seja/(jt) = Il se x f ' 
J J w 10 se x £ < 


Prove que para todo reai p, lim f(x) nào existe. 

X —) p 

Solugào 


Para todo naturai n^O, existem a n e b n , a n racional e b n irracional, tais que 


P<a n <P + - zp<b n <p + 

n n 


Segue, pelo teorema do confronto, que 


lim a n = pt lim b n = p. 
n -+ +oo n —> +oc 


Como lim f(a n ) = 1 , pois/(«„) = 1 para todo n * 0, e lim f(b n ) = 0, pois/(ò„) = 0 


para todo n =£ 0 , resulta que lim f(x ) nào existe. 

x^p 

Exercicios 4.4 - 


- Seja/(x) = 


-xsejcEQ. 


a) Calcule lim / (x). 
x —> 0 

è) Mostre que, para todo p 4= 0, lim f(x) nào existe. 

x —> p 
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2 Seia a seqiiència de termo geral a n , com a n > 0 para todo naturai n. Sabe-se que lim a n = a, 

n —>+*> 

a reai, e que a n+l = —-— para todo n. Calcule a. 
l + a„ 

3 Sejam/uma funfào, p um nùmero reai e suponha que existam duas seqiièncias a n e b n conver- 
gindo a p , com a n e b n pertencentes a D^para todo n, tais que 

lim / (a n ) = L e lim f(b n ) = L. 

n —» +oo «—»+<» 

Podemos, entào, afirmar que lim f(x) = LI Por què? 

x^p 

4. Sabe-se que a seqiiència a\ = yfl, «2 = "n/2 , aj — ^2-^2 -Il , ...,é convergente. Cal¬ 

cule lim a n . 
n->+°° 

5. Sabe-se que a seqiiència yfl, ^2 + *Jl, ^2 + ^2 + 42 , ..., é convergente. Calcule seu 
li-mite. 

6. Prove que lim sen JL nào existe. 

*->0 r 


4.5.0 Nùmero e 

Nosso objetivo, nesta stqào, é provar que a seqiiència de termo geral 


a» = fl + - 

V nj 


é convergente. Definiremos, entào, o nùmero e corno sendo o limite de tal seqiiència. 


lim 

fi+iT— 

n —» +oo 

V 


Para provar a convergéncia de tal seqiiència, é suficiente provar que eia é crescente e que 
existe M > 0 tal que a n < M para todo n 5* 1 (veja Apèndice 1). 

f lY 

Primeiro, vamos provar que 11 H—I <3 para todo n s* 1. Temos 


/ 

ìy 


1 f/A 1 , fui 1 


1 4 


= 1+7 

— + 7 hr + U h- + — 

+ 

\ 

‘ nj 

UJ 

n KV n 2 W „3 

W 


= 1 + 1 + 


n(n — l) 1 n(n — \)(n — 2) 1 


n!_ J_ 
n n n! 


1Y* 11 1 

1 + — ss 1 + 1 + — + — + ... + — (por què?). 
n ) 2/ 3/ n! 
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Como 2 n (n + 1)! para todo n s* 1 (verifique), resulta que 
n 5* 1 , dai 


1 


1 


e corno 


resulta 


1 Y* 111 

1 + - «1 + 1 + - + ^- + -=- + ...+ , 
n) 2 2 2 2 3 2"~ 1 


1+ I + 1 + ... + J_ + ...- 2 

2 2 2 2 " 


(n + 1 )! 2 n 

1 


— para todol 


ir 


1 + — <3 para todo n 3= 1. 

n) 

Vamos provar, agora, que tal seqiiència é crescente. Sejam n e m naturais ^ 1 tais qu 
'n < m. Temos 


1 + lT = 1 + 1+ "fiiflì.l + »o»- i y- 2 ).i + ... + »L.l 

n 2 2! n 3 3! n n n\ 


i + —] m = i + \ + m( ' m ~^ . J_ + m ( m ~!)( m ~ 2 ) . J_ + + ._L 


m 

De n < m resulta 


e dai 


m 2 2! 


1 --< 1 - — 
« m 

n m 


!Lz1<i-!LlL 


n(n — 1 ) m(m — 1 ) 


rn m m! 


Observe : 


7i(n — 1)(« - 2) m(m — l)(m — 2) ( 

3 < 3 etc - 

m(m — l)(m — 2) _ m m~ 1 m — 2 _ 


m- 


m m 


m 


r ì a 

f 

1 - 

2 ^ 

i — 

- - 

V m) 

V 

m) 


Segue que 


ny V m 


se n < m. Assim, a sequència é crescente. 


5 

Teoremas do Anulamento , 
D0 Valor Intermediàrio e de 
Weierstrass 


Os teoremas do anulamento (ou de Bolzano), do valor intermediàrio e de Weierstrass 
sào fundamentais para o desenvolvimento do curso. Neste capitalo, apresentaremos seus enun- 
ciados e faremos algumas aplicagòes; as demonstra^òes sào deixadas para o Apèndice 2. 


Teorema {do anulamento ou de Bolzano). Se/for contìnua no intervalo fechado [a, b ] 
e s ef(a) e/(/>) tiverem sinais contràrios, entào existirà pelo menos um c em [a, b ] tal que 
/(c) = 0. 



EXEMPLO 1 . Mostre que a equagào x 3 — 4x + 8 = 0 admite pelo menos urna raiz reai. 
Solugào 

Consideremos a fungào /(x) = x 3 — 4x + 8 ; temos/( 0 ) = 8,/(-3) = —7 e/é contìnua 
em [-3, 0] (os numeros 0 e —3 foram determinados por inspegào), segue do teorema do 
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m 


anulamento que existe pelo menos um c em [-3, OJ tal que/(c) — 0, isto é, a equa#fc 
jc — 4x + 8 = 0 admite pelo menos urna raiz reai entre —3 e 0. \ 


nite maximo e mimmo. 


Teorema (do valor intermediario). Se/for continua em [a, b ] e se yfor um reai com- 
preendido entre/(a) e f(b), entào existirà pelo menos um c em [a, b] tal que/(c) = y. 



Ha) h- 


Observe que o teorema do anulamento é um caso particular do teorema do valor inter* 
mediano. 


~ 1 , f i ' 

f(x) — x + — é continua em —, 2 ; segue, do teorema de Weierstrass, que existem 

J c 1 ex 2 em j,2 tais que/Oq) é o valor minimo de/em ~,2 ef(x 2 ) o valor màximo 
de/neste intervalo. Assim 


f(x 2 ) = max |jc 2 + — — x ^ 2 


/( jci) = min \ x l + - ^ x^2 

x 2 


Veremos, mais adiante, corno determinar x l ex 2 - 



O teorema de Weierstrass nos conta que, se/for continua em [a, b] t entào existirào xj e 
x 2 em [a, b ] tais que/(x j) é o valor minimo de/em [a, b]ef (x 2 ) o valor màximo de/em [a, b], 
Ou de outra forma: se/for continua em [a, b], entào/assumirà em [a, b ] valor màximo e 
valor minimo. Chamamos sua aten?ào para o fato de a hipótese de/ser continua no intenta¬ 
lo fechado [a, b\ ser indispensàvel; por exemplo, f(x) = —, x e ]0,1 ], é continua em ]0,1] 
mas nào assume, neste intervalo, valor màximo. 


EXEMPLO 2. Prove que o conjunto 


A = \x 2 +- 


1. Seja/ (jc) - x + x + 1. Justifique a afirmagào:/tem pelo menos urna raiz no intervalo [-1,0]. 

2. Prove que a equa?ào x 3 - 4x + 2 = 0 admite très raizes reais distintas. 

3. Seja a a menor raiz positiva da equa§ào x 3 - 4x + 2 = 0. Determine intervalos de amplitudes 

1 1 1 

— , — e — que contenham a. 

2 4 8 

4. Prove que a equa?ào x 3 --—— = 0 admite ao menos urna raiz reai. 

1 + x 4 

5. Prove que cada um dos conjuntos abaixo admite màximo e minimo. 


6 . Seja/: [-1, 1] —> R dada por f(x) = 


1 + x 2 * 


a) Prove que/( 1) é o valor màximo de/. 

b) Prove que existe Xj E ] — 1 , 0 [ tal que / (x } ) é o valor minimo de / 

7. a) Prove que todo polinòmio do grau 3 admite pelo menos urna raiz reai. 

b) Prove que todo polinòmio de grau impar admite pelo menos urna raiz reai. 

8. Seja/ : [a, b] -> IR urna fun?ào continua e suponha que/nào seja constante em [a, b). Prove 
que existem numeros reais meM, com m<M, tais que Im/ = [m, M\. 

(Observa^ào: Imagem de/ - Im/- {/(x) tx E [a, è]}.) 

9. Seja/: I —» IR continua, onde I é um intervalo qualquer. Prove que a imagem de/é um interva¬ 

lo. 

10. Suponha que/ : [0, 1 ] —> [Rt seja continua,/(0) — 1 e que/(x) é racional para todo x em LO, 1], 
Prove que/(x) — 1, para todo x em [0, 1J. 
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11. Seja/: [0, 1] —> IR continua e tal que, para todo x em [0, 1], 0 ^/(x) 1. Prove que exist* 

em [0,1] tal que / (c) = c. 

12. Seja/continua em [ a , b } e tal que/ ( a ) <f(b). Suponha que quaisquer que sejam s e tè 
[a, b], s t => /(s) ^ f(i). Prove que/é estritamente crescente em [a, b). 

{ Obser vacati :/ estritamente crescente em {a, b] <=> V s, t em [a, b], s < t => f(s) </(*).| 

13. Suponha/continua no intervalo / e que/admita neste intervalo urna ùnica raiz a. Supo 
ainda, que existe x 0 em I, com x 0 >a, tal que/(x 0 ) > 0. Prove que, para todo x em I, com x >| 
/(*) >0. 

14. Considere a funqao/dada por 


/(x) = 2x 3 --yjx 2 +3x. 

a) Verifique que/é continua em LO, + 30 !) 

b) Mostre que 1 é a ùnica raiz de/em ]0, +»[, que/(2) > 0 e que f{— 

c) Conclua que/(x) > 0 em ]1, +»[ e que/(x) < 0 em ]0, 1 [. 


- < 0 . 
2 , 


15. Suponha/contlnua em 7 e sejam atb pertencentes a 7, com a < b, as unicas ralzes de/e 
Sejam x Q , Xj e x 2 em 7 com x 0 < a, a < x x < b e b < x 2 - Estude o sinai de/em 7, a partir d 
sinais de/(x 0 ),/(x ( ) e/(x 2 ). Justifique. 



Funcóes Exponencial e 
Logaritmica 


6 . 1 . POTÈNCIA COM EXPOENTE REAL 

m ? _ 

Na Se?ào 1 .7 defìnimos potència com expoente racional, a n = ^ja m , e estudamos suas 

principais propriedades. Nesta seqào, vamos definir potència com expoente reai. 

Observamos, inicialmente, que, se/e £ sào duas fun^Òes definidas e contlnuas em IR tais 
que/(r) = g (r) para todo racional r, entào/(x) = g (jc) para todo reai x, isto é, se duas funsòes 
contlnuas em IR coincidem nos racionais, entao elas sào iguais (veja Exerclcio 21, Seqào 3.2). 

Seja, agora, a > 0 e a + 1 um reai qualquer. Se existirem fwnjòes/e g defmidas e con¬ 
tlnuas em IR e tais que para todo racional r 

f(r) = a r eg (r) = a r 

entào/(x) = g (x) para todo x reai. Isto significa que poderà existir no màximo urna funqào 
definida e continua em IR e que coincide com a r em todo racional r. O próximo teorema, 
cuja demonstragào é deixada para o Apéndice 3, garante-nos a existència de urna tal fungào. 


Teorema . Seja <2 > 0 e a ìé lum reai qualquer. Existe urna ùnica funqào /, defini- 
da e continua em IR, tal que/(r) = a r para todo racional r. 


Damos, agòra, a seguirne 


Definito. Sejam a > 0, a + 1, e/como no teorema anterior. Defìnimos a.potència 
de base a e expoente reai x por 

a =/(*)• 

A fun^ao/, definida em IR, e dada por/ (x) = a x , a > 0 e a =# 1, denomina-se funqào 
exponencial de base a. 
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Sejam a> 0,b>0,xey reais quaisquer; provaremos no Apèndice 2 as seguintes proprie 
dades: 

(1 )a x a y = a x + y . 

(2) (, a x ) y = a xy . 

(3) {abf = ab*. 

(4) Se a > 1 e x < y, entào a* < a y . 

(5) Se 0 < a < 1 e x < y, entào a* > a?. 

A propriedade (4) conta-nos que a funyào exponencial f(x) = a*, a > 1, é estritamente cres¬ 
cente em IR. A (5) conta-nos que/(x) = d*, 0 < a < 1, é estritamente decrescente em IR, 

O gràfico de f(x) - a* tem o seguirne aspecto: 




EXEMPLO 1. Avalie 2 A 
Soluqào 

Como f(x) = 2* é continua em x = -J2 

a = y[2 => 2 " = 2 A 

De V2 = 1,4142 segue 2 ^ 2 = 2 1 ’ 4142 = 2,665. 

Como 1,4142 < V2 , resulta que 2 1 ’ 4142 é urna aproxima 9 ào por falta de 2' v2 . 

EXEMPLO 2. Esboce o gràfico de 
«)/(*) = 2 * 

Soluqào 
a) I 


*)/(*) = | - 


0 

- 1 
1 
2 

-2 


2 X 



X 

Ci)* 

0 

1 

1 

1 

2 


2 

2 

1 

4 

-2 

4 



A fungào exponencial de base e (e = 2,718 281),/(x) = e x , desempenharà um papel 
bastante importante em todo o nosso curso. Como e > 1, o gràfico de f (x) - e* tem o se- 
guinte aspecto 



EXEMPLO 3. Suponha a > 1. Verifique que 

a) lim a x =+°°. b ) lim a x = 0 . 

X -» + =» X -> -* 

Soluqào 

a) Jà vimos (Exemplo 8 da Se?ào 4.3) que 

lim a n = + oo. 

n -» +cc 

Assim, dado e > 0 existe um naturai n 0 tal que 

n s* n 0 => a n > e. 

Como a* é crescente (a > 1 ), resulta 

x > «q => c? > e 


lim a x 

■ +» 


+ oo. 


logo 
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b) lim a x = lim a u — lim — = 0. 
x -» — « «-»+<» a u 

Exerados 6.1 ~ 

1. Calcale. 


■ 


a) lim 3* 

b) lim 5* 

X -+ +=0 

x —> — QO 

c) lim e x 

d) lim (0,1 3) x 

x —> —» 

X -> +00 

1 - 2 X 

e) lim \2 X - 3-*] 

f) lim . 

X -» +00 

x +oe 1 — 3* 

g ) lim 2~ x 

h) lim [2 X + 2' 

x -> +oo 

X -+ +0O 

0 lim 2~ x 

j) lim [2* + 2' 

x -+ -oc 

JC -oc 

2. Esboce o gràfico. 

a) /(x) = 3 X 

b) g(x)= (0,12f 

c) f(x) = e x 

d) g (x) = 1 + e x 

e) f(x) = -e x 

f) g (x) = 1 ~ e x 

g)f{x)^e x + e 

0 /(*) - e' lx 

b) g (x) — e x sen x 

j) g (x) = e x 


6.2. Logaritmo 


Teorema. Sejam a>0,ab 1, e /3 > 0 dois reais quaisquer. Entao existe um ùnico 
y reai tal que 

by - p. 


Demonstragào 

Suponhamos, primeiro, a > 1. Como lim a x = +°° e lim a x = 0, segueq 

X -¥ +== x -» -oc 

existem reais uev, com u < v, tais que 

a u <j3< a v . 

Corno/(x) — a é continua no intervalo fechado [u, v], segue do teorema do valor intet 
mediàrio que existe y em [u, v] tal que 

/(y) = poua y = p. j 

A unicidade de y segue do fato de/ ser estritamente crescente. 

O caso 0 < a < 1 deixamos a seu cargo. 


I 
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Sejam a> 0,a 1, e /3 > 0 dois reais quaisquer. O ùnico nùmero reai y tal que 

a y =i3 

denotnina-se logaritmo de fi na base a e indica-se por y = log a fi. Assim 

y = log Q p & a y = p 

Observe : log a p somente està defìnido para p>0, a > 0 e a ^ 1. 

EXEMPLO 1. Calcule. 


a) log 2 4 


Soluqào 


b) log 2 - 


a) x~ ìog 2 4«2 x = 4»x=2. Logo 

log 2 4 = 2. 

1 1 

b) x = log 2 T<=> 2 = r “ L Logo 


c) log 5 1= 0, pois 5 =1. 
Observagdo importante 


c) log 5 1 


lo S2 J = _1 


a y = p <=> y = log a p 


a ìo *a P=p 

0 logaritmo de p na base a é o expoente que se deve atribuìr à base a para reproduzir p. 
0 logaritmo na base e é indicado por In, assim, In = log e . Temos entao 

y = In x e=> e y = x. 

Da observa^ào acima, segue que, para todo x > 0, 


e lnx = x. 


Sejam « > 0, a & \ ,b~> 0, b ¥= l,or>0e/}>0 reais quaisquer. Sào vàlidas as seguin- 
tes propriedades: 

(1) log fl a p = log a a + log a p. 

(2) log a a P = p log a a. 

^ 1o &j ^ = log^ « “ log a P - 
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(4) (.Mudanqa de base) 


, \o%b ex 

\og a a= --. 

log b a 


(5) Se a > lea<|3, entào log,, a < log,, (3. 

(6) Se 0 < a < 1 e a < (3, entào log a a > log a fi. 


Vamos demonstrar (1), e as demais fìcam a seu cargo. 
Demonstraqào de (1). 


i 


i 


X = log a a <^> a = a 


- J 


r = log 0 /3o/3 = <J 


X Y X + 

Assim, a j3 = a i a Y \ pela propriedade (1 ) das potèncias com expoentes reais, era = a 
segue que 


et fi = a X + Y ou X + Y = log fl a fi. 


Portanto, 


log fl a + log fl fi = log a a fi. 


f 

Seja a > 0, a ± 1. A fungào/dada por/(x) = log a x, * > 0, denomina-s efunqào log§ 
ritmica de base a. * 


tmica de base a. m 

A propriedade (5) conta-nos que se a > 1, a fun^ào logaritmica/(x) — log a x, x > 0^1 
estritamente crescente. Da propriedade (6) segue que se 0 < a < 1, a fun^ào logaritmici 
f(x) = log a x, x > 0, é estritamente decrescente. 1 


EXEMPLO 2. Esboce o gràfico 
<*)/(*) = log 2 *. 

Soluqào 

a) Dominio de/ = {rGRlx>0}. 


b)f(x) = log^ x. 

2 



Flincèes Exponencial e Logarìtmic 


b) D f -n +»[. 



EXEMPLO 3. Suponha a > 1. Calcule e justifique. 


a) Uni 

log a x. 


x -> +«> 


Soluqào 



X 

a a 2 a 3 ... 

-*■ +« 

a) log fl 7~ 

1 2 3 

—► oo 


Se o limite existir, deverà ser igual a 



lim log a x=+co. 

JC —> +0C 

Justificagào (por e e 8) 

Dado e > 0, precisamos encontrar 8 > 0 tal que x > 8 => log x > e. 
Tomando-se 8 = a e 

x> 8 =>x>« € => log a x > e. 
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lim log. x = + 00 (a> 1 ). 

.V -> +=C 

b) Vamos mostrar que 

lim log a a = -oo (veja o gràfico anterior). 

*-> 0 + 

De fato, 

lim log. x = lim Ioga - = lim -log fl u=-°° 
x _> 0 + »-»+== u «->+== 

pois, lim log a u = +°°. 

« -+ +30 

Deixamos a seu cargo a prova de que/( a) = log a a é continua. 

Exercfcios 6.2 ■■ 

1. Calcule. 

a) log 10 100 
c) log i V 2 
2 

e) logi 0 l 

g) log fl 1 (a > 0 e a ± 1 ) 

2. Determine o dominio. 

a) f(x) - log 2 (a + 1 ) 
c) g (a) = In (-x) 
x + 1 

e) f{x ) = In -- 

x - 1 

3. Ache o dominio e esboce o gràfico 

a) f(x) = log 3 x 

c) /(or) = log j. x 
3 

e) /(x) = In (-x) 
g) f(x) - 1 In jc I 

4. Calcule. 

a) lim log 3 x b) lim log] x 

X +“ X —> 0 + -, 

J x 

c ) lim lnx d) hm In 

v^n+ x->+o° A + 1 


b) g (x) = In a 
d) g (x) = In (x - 1 ) 

f) 8 (a) = In l * I 
h) g (a) = I In I x 11 


b ) log 1 16 
2 

d) log 9 V3 
f) log 5 (~5) 
h) log 3 243 


b ) g (a) = In (a 2 - 1 ) 
d)f(x) = log 3 IaI 

f) 8 (*) = log* 3 
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e ) lim [In (Za + 1 ) — In (a + 3 )] 
a -> +“ 

g ) lim [a In 2 — In ( 3 * + 1 )] 


x l — 1 
f) lim In- 

X — > 1 A — 1 


6.3.0 Limite lim 1 + — 

W X^+cc x 


Jà prò vamos que a seqiiència de termo geral a n = ^1 + — j converge para o nùmero e 
(veja 4.5), isto é, 


( 1 Y* 

lim 1 + — = e. 

n —» +oo \ n J 


Vamos provar, agora, que 


( 1 Y c 

lim 1 + — = e. 

X -> +00 V. x ) 


Sejam n > 0 um naturai qualquer e x > 0 um reai qualquer. 


«*£x<w+l=}-- 5 =-> —— => 1 +- 5 = 1+->1 + — 

n x n + ì n x n +1 


n=^A<n + l=» l 


ìY + l ( 

1 Y 

> 1 

+ - 

n) V 

x 


© n^x<n + !=>] + 


n" « + i 

n ) n 


(, i Y (, 

i v 

i + - > ì 

+ 

\ x) l 

n + 1 


n + 1 


,,_ lim {< , 1 Y « + 1 lim (i , 1 Y « + 1 , ^ 

Como n ^ +x 1 + - - 1 + —TT • —- = e,seguede©que 

V n) n n + 11 n + 2 


( 1 \ x 

lim 1 + — = e. 

jrH>+ocV Xj 
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EXEMPLO 1. Verifique que x ^ ^1 + — j = e 
Soluqào 

Fazendo * = -(? + 1), t > 0, vem 


HH-+r=R/+- 


Para* —» — t —► +»>, assim 


lim fl + Ij = li m fi + lY £±1 = ( 

V X) /-»+« V t J t 


EXEMPLO 2. Veriflque que 


a) lim (1 + h)h = e 
A —» 0 + 


b) lim (1 + h)h = e , 
A —» 0“ 


Soluqao 


a) Fazendo h = - 0 + =>x -» +oo) vem 

* 


lim (1 + h)h m lim fi + -)* = e . 
A —» 0 + x -» +oo V X ) 


b) Fa 9 a voce. 


Segue do Exemplo 2 que 


lim (1 + h)ft = e. 
A -» 0 


EXEMPLO 3. Mostre que lim —-= i 

A->0 h 

Soluqào 


Fazendo u = e h - I ou h = In (1 + u) vem 

e h - 1 _ u 

h In (1 + u ) 


In (1 + u) 
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, o u —> 0); assim 


e h - i 1 

lim -= lim - 

A -> 0 h u -» 0 


1 In e 
In (1 + m)« 


Exercicios 6.3 
1. Calcule. 


Km r, + ir 


fi + ir 2 i 

A) lim 

*-> +5C V xj 

x -» + oc 


r i y 


f 2 y + 1 

lim 1 + — 

zi) lim 


x -» + » v 2* y 

X -» +00 

l x) 

f x + 2 Y 



lim -- 

/) lim (1 + 2x) 

*^+°° ^* + 1 J 

1 

x —> 0 

r..!f 

lim (1 + 2*)* 

h) lim 1 

x 0 

X -» +00 



2. Seja a > 0, a ¥= 1. Mostre que 


i- <> n ~ 1 . 

lim -= In a. 

A 0 h 


a) lim £_] 

^0 x 

cì lim 5 X - 1 
x -> 0 


è) lim £_i 

x ^° x 

d) lim 3 X —1 
x -» 0+ v 2 
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7.1. iNTRODUgÀO 

Sejam/urna fungào epura ponto de seu dominio. Limites do tipo 

lim ISìLim 

x —> p x — p 

ocorrem de modo naturai tanto na geometria corno na fisica. 

Consideremos, por exemplo, o problema de definir reta tangente ao gràfico de/no pon¬ 
to (pj (p)). Evidentemente, tal reta deve passar pelo ponto (p,f(p))\ assim a reta tangente 
fica determinada se dissermos qual deve ser seu coeficiente angular. Consideremos, entào, 
a reta s x que passa pelos pontos (p, f(p)) e (x,f(x)). 



Coeficiente angular de s x = —UFI 

x-p 

Quando jc tende ag,o coeficiente angular de s x tende a/' (p), onde 
f\p) = lim 

X p X — p 
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Observe que f'ip) (leia :/ linha de p ) é apenas urna notaio para indicar o valor do limite 
acima. Assim, à medida que x vai se aproximando de p, a reta s x vai tendendo para a posigào 
da reta T de equagào 



É naturai, entào, definir a reta tangente em (p,f(p)) corno sendo a reta de equa^ào 0. 

Suponhamos, agora, que 5 = /(?) seja a equafào horària do movimento de urna partfcula 
vinculada a urna reta orientada na qual se escolheu urna origem. Isto significa dizer que a 
fun 9 ào/ fomece a cada instante a abscissa ocupada pela partfcula na reta. A velocìdade mèdia 
da partfcula entre os instantes r 0 e t é definida pelo quociente 

/(0-/«b) 


A velocidade (instantànea) da partfcula no instante é definida corno sendo o limite 

V( ,„)= lim mzIM. 

t-t Q 

Esses exemplos sào suficientes para levar-nos a estudar de modo puramente abstrato as 
propriedades do limite lim — ISÉL 


12 . Derivada de uma Funqào 


Definito. Sejam /urna fun§ào e p um ponto de seu dominio. O limite 

iim 

X-> p X~p 

quando existe e é finito, denomina-se derivada de/em p e indica-se por/ ' ( p ) (leia: 
/ linha de p). Assim 

f(p)= Hm fM-fV . 

x —> p X ~ p 

Se/admite derivada em p, entào diremos que/é derivavel ou diferenciàvel em p. 
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Dizemos que/é derivàvel ou diferenciàvel em A C Dj se/for derivàvel em cadap e 
Diremos, simplesmente, que/é urna fun?ào derivàvel ou diferenciàvel se/for derivàvel e 
cada ponto de seu dominio. 

Observa^So. Segue das propriedades dos limites que 

iim lim /cp* »>-/«>, 

x-> p x - p /i —>0 h 



fW- lim ~ ou fU» = lim ftr + V-m . 

x —> p X — p /i—>0 fi 


Conforme vimos na introduco, a reta de equafào 

y-f(p) =f'(p)(x ~ p) 

é, por definito, a reta tangente ao gràfico de/no ponto (p,f(p)). Assim, a derivada def, 
em p, é o coefìciente angular da reta tangente ao gràfico def no ponto de abscissap. 

EXEMPLO 1. Seja/0) = x. Calcule. 

«)/'(D 

b) f\x) 

c) f\~ 3). 

Solugào 

a)/'(l)= lim ~ fW - = lim H m (x + l) = 2. 

JC 1 JC — 1 Jr —> 1 X 1 x—>1 j 


/'( 1 ) = 2 . 

(A derivada de /(x) = x 2 , emp = 1, é igual a 2.) 

»/•«- Um + lim (£1^1 

' *->0 h h^O h 


(x + h) 2 - x 2 _ 2xh + h 2 


- 2x + h, h =É 0 


/'(or) = lim (2x + h) = 2x. 
h —» 0 


segue que 
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portanto, 

/(x) = x 2 =>/'(x) = 2x. 

Observe que/'(x) = 2xé urna fòrmula que nos fomece a derivada de/(x) = x 2 , em todo 
x reai. 

c ) Segue de (b) que 

/ r ( 3) = 2 (—3) m —6. . 

EXEMPLO 2. Seja/(x) = x 2 . Determine a equa 9 ào da reta tangente ao gràfico de/no ponto 

n)(l,/(!))■ *)(-l./(-l)). 

Solugào 

a) A equagào da reta tangente em ( 1, / ( 1 )) é 

© >-/(l) =/'(l) Oc ~ 1) 

|/(1) = 1 2 =1 

j f'(p) ~ 2p (Exemplo 1, item b ) => /'( 1) = 2 



substituindo em © vem 

y ~ 1 = 2 (x - 1) ou y = 2x - 1. 

Assim y = 2x - 1 é a equagào da reta tangente ao gràfico de/(x) = x 2 , no ponto (1,/(1)). 
b) A equa^ào da reta tangente em (-1, /( -1 )) é 

>-/(-l)=/'(-l)(jc-(-l)) 

ou 

y —/(—1) =/'(-l)(x+ 1) 

| /(-l) = (-1) 2 = 1 

[/'(/>) = 2p =>/'(-!) = -2 
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substituindo estes valore s na equa 9 ào vera 

y - I =£#*2 (x + 1) ou y = -2x - 1 

que é a equaqào da reta tangente pedida. ■ 

EXEMPLO 3. Seja/(x) - k urna funqào constante. Mostre que/'(x) = 0 para todo x. (4 
derivada de urna constante é zero.) 


Solugào 


,,, s ,■ f(x + h)~f(x) 

/(x) = hm 4 ---. 

/i->0 h 


Como fix) « k para todo a, resulta/(x + h) = k para todo x e todo h, assim 

f’(x) = lim ——— = lira 0 = 0. 
h —> 0 h h->0 

EXEMPLO 4. Seja/(x) = x. Prove que / '(*) = 1, para todo x. 


Solugào 


f(x + h) — f(x) x + h-x 

f (x) = lim ^hm ---= 1. 

h->0 h /i —> 0 h 


fix ) = x=>/'(x) = 1. 


EXEMPLO 5. Seja/(x) = Vx. Calcule/'(2). 


Solugào 


. fix) - fi 2) v Vx - V2 

/ (2) = lira J v ' = lira -— 

x —>2 X 2 jc—> 2 x 2 


Vx “ V2 t .„ 1 _ 1 

f (2) = w - V2)(V* + V2) " VTWT 2 V 2 
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gXEMPLO 6. Seja 


x 2 sen — se x =É 0 

/(*) = < 

0 se x = 0. 

Calcule, caso exista, / '(0). 



Solugào 


dai 


fix)-fj 0) = lxlf 1 se x > 0 
x — 0 x 1~1 se x<0 

lim m - /«» = ! e lim /W-/W — 
a 0+ x — 0 .* -» 0“ X - 0 


logo, lim 

*->0 


/(*) ~ /( 0 ) 
x — 0 


nào existe, ou seja,/nào é derivàvel em 0. Como/'(0) nào existe, 


0 gràfico de/(x) = I x I nào admite reta tangente em (0,/(0)). 

Sejam/uma fun^ào e ip,fip )) um ponto de seu gràfico. Seja s x a reta que passa pelos 
pontos ip,fip)) e (x,/(x)). Se f'ip) existir, entào o gràfico de/admitirà reta tangente T em 
( p,fip )); neste caso, à medida que x se aproxima de p, quer pela direita, quer pela esquerda 
(só pela direita, se/nào estiver definida à esquerda de p; so pela esquerda, se/nào estiver 
definida à direita de p), a reta s x tenderà para a posiqào da reta T. 
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Por outro lado, se, à medida que x tender a p pela diretta, s x se aproximar da posila 
urna reta 7^ e se à medida que x se aproximar de p pela esquerda, s x se aproximar da posi 
de urna outra reta T 2 , T 2 + 7j, entào o gràfico de/nào admitirà reta tangente em (p,f(p 
ou seja ,f'(p) nào existirà. 



/nào é derivàvel em p. 

O gràfico de / apresenta “bico” em 

(pjm 


O próximo exemplo destaca urna propriedade importante da reta tangente. 
EXEMPLO 8. Suponha/derivàvel em p e seja p (x), x e DfC x + p, dada por 


Mostre que 


Solugao 


f(x) = f{p) + f'(p)(x - p) + p (x) (x - p). 


lim p(x) = 0. 
x-*P 


X - p 


lim p(x) = lim ^ 
x—>p x—> p x — p 


De lim = f'(p), segue 

x—*p X — P 


lim p (x) = 0. 


Observa^ào. Se definirmos p (p) = 0, a igualdade que aparece no Exemplo 8 sera vàlida! 
em x = p e a fun^ào p (x) tomar-se-à continua em p. 

Fa^amos no exemplo anterìor E (x) = p (x) (x — p). Entào, E (x) serà o erro que se come¬ 
te na aproxima^ào de/pela reta tangente em (p,f(p )). 
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6. Calcule/' (x), pela definito. 
a)f(x) = x 2 + x 
c)f(x) = X 3 
e)f(x) = 5x 
g)f(x) = 


b)f(x) = 3x - 1 
à)f(x) = - 

X 

/)/(*) = io 


x + 1 


*)/(*) = 


1 


7. De exemplo (por meio de um gràfico) de urna fungào/, definida e derivàvel em IR, tal qu 
/'(1) = 0. 

8. De exemplo (por meio de um gràfico) de urna fungào/, definida e derivàvel em IR, tal qu 
/' (x) > 0 para todo x. 

9. De exemplo (por meio de um gràfico) de urna fungào/, definida e derivàvel em IR, tal quel 

/'(0)</'(l). 1 

10. De exemplo (por meio de um gràfico) de urna fungào/ definida e contìnua em R, tal quef 
/'(1) nào exista. 

11. De exemplo (por meio de um gràfico) de urna fungào/, definida e derivàvel em R, tal quel 
/' (x) > 0 para x < 1 e/' (jc) < 0 para x > 1. 

12. De exemplo (por meio de um gràfico) de urna fungào/, definida e derivàvel em R, tal que l 
/' (x) > 0 para x < 0,/' (x) < 0 para 0 <x< 2e/'(x) > 0 para x > 2. 

13. De exemplo (por meio de um gràfico) de urna fungào/, definida e derivàvel em R, tal quel 
/'(0) = 0e/'(l) = 0. 


14. Mostre que a fungào 


g(*) = 


2x + 1 se x < 1 


[—x + 4 se x & 1 
nào é derivàvel emp = 1. Esboce o gràfico de g. 

f x 2 + 2 se x < 1 


15. Seja g(x) - 


2x + 1 se x 3* 1 


a) Mostre que g é derivàvel em p - le calcule g ' (1). 

b) Esboce o gràfico de g. 

f 2 se x & 0 
16. Seja /(x) = \ 2 „ ” 

J J \x 2 + 2 se x < 0 

a) Esboce o gràfico de /. 

b) fé derivàvel emp = 0? Em caso afirmativo, calcule/' (0). 


17. Seja £(x) = | * + ! * X t\ 
[ x + 3 se x 1 


a) Esboce o gràfico de g. 

b) gé derivàvel emp = 1? Por què? 


j8. Construa urna fungào/: R —» R que seja contìnua em R e que seja derivàvel em todos os pon- 
tos, exceto em — 1,0 e 1. 

19 . Construa urna fungào/: R —» R que seja contìnua em R e derivàvel em todos os pontos, exce¬ 
to nos numeros inteiros. 


7.3. Derivadas de x n e nix 


Teorema. Seja n 4 0 um naturai. Sao vàlidas as fórmulas de derivagào: 

a) f(x) = x^=>/'(x) = nx n ~ 1 

b) f(x ) = x n =>/'(x) = —nx " , jc 4= 0. 


1 


1 l-l 


c) f(x) = x n =>/'(x) = — x n , onde x > 0 se n for par ex 0 se n for irnpar (n > 2). 


Demonstraqào 


a)f'(x)= lim 
h^> 0 


(x + h) n - x n 


Fazendo x + h = t(t— > x quando h—> 0) vem 


/'(*) = lim --— = lim 1 + t n 2 x + t n 3 x 2 + ... + x n " *]. 


/ —^ x t — X t -4 ; 


n parcelas 


Assim, 


ou seja 


f\x) = x n 1 + x n 2 x + x n 3 x 2 + ... + x tl 


-1 


n parcelas 
/'(*)= (U" -1 . 


I \_ 

«/'(*) = lim <* + *>" = Um _L 


h->0 h 


—> 0 


h (x+h) n x n 


(x H - *— x n 1 1 

Por (a), lim ---— = nx n ~ l . Como lim -= , resulta 

0 h h^o (x + h) n x n x 2n 


Portanto, 


'■-L- = -nx n >. 


m =Jt " =>/' « = -nx~ n - 
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c)f(x) — x n = %x. Temos 


%ìx + h - tyx <ft ~tfx 

/ (x) = lim --= hm - 

h ' —^ 0 h t —> x t x 


Fazendo u = e v = (t —>x => u —» v) resulta 


/'(x) = lim ——— = lim -=- 

u-*vu n -v n « -» v u n — v n «v"- 1 


Assim, para x # 0 e x no dominio de /, 


1 — -i 

f\x)=- X n \ 


EXEMPLO 1. Seja f(x) = jc 4 . Calcule. 


a)f f (x ) 




Solugào 

a) /(x) = jc 4 =>/'(x) = 4jc 4 ~ ou seja, 


f{x) = 4x 3 


ì fi) n v 

b ) Como /'(x) — 4x' , segue/' — = 4 — , ou seja, 

V2) \2 ) 


f UJ 2 * 


EXEMPLO 2. Seja/(jc) = jc 3 . 


а) Calcule/'(x). 

б) Determine a equa^ào da reta tangente ao gràfico de/no ponto de abscissa 1. 


Solugào 

a) Como/(jt) = jc 3 , segue /'(jc) = 3jc 2 . 
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b) A equafào da reta tangente no ponto de abscissa 1 é 

?-/(l) =/'(!) (JC - 1) 

f/Cl) = i 3 = 1 

\f(x) = lx 2 =»/'d) = 3 

Assim, j - 1 = 3 (x - 1) ou y = 3* - 2 é a equagào da reta tangente no ponto (1,/(!)). 


EXEMPLO 3. Calcule f'(x) sendo 

a)f(x) = x~ 3 . b)f(x) = 

Solugào 

o)/(jc) = x 3 =>/"(jc) = 3x 3 1 = 3x 4 ; assim,/'(jc) = ~3x~ 4 . 

&)/(x) = —r = x 5 ; assim/'(x) - -5x -6 ou seja,/'(x) = 

x x° 

EXEMPLO 4. Seja/(x) = Vx. Calcule 

«)/'(*) b)f{ 3). 

Solugào 

- 1 — — ì i —— 

a)f(x) = vx = x2 =>/'(x) = — x 2 = - x 2 

Como 1 3-1 = li = 27T segue que/,<J:) = li- 


" )DC/ ' W= 2Ì reSUlta/,(3)= Ìf- 

EXEMPLO 5. Determine a equa?ào da reta tangente ao gràfico de/(x) = ìfx no ponto de 
abscissa 8. 


Solugào 

A equagào da reta tangente no ponto de abscissa 8 é 


[7(8) = Vi = 2 


y-/(8)=/'(8)C*-8) 




1 

3^ 


=>fi 8) 


12 
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1 1 4 

Assim, y - 2 = — (x — 8) ou y = — x + — é a equa?ào da reta tangente ao grafie 
de/(x) = 3jx no ponto (8, 2). i 


Exercicios 7.3 

1. Seja /(x) = x 5 . Calcule 

«)/'(*) 


*)/'( 0 ) 


2. Calcule g '(x) sendo g dada por 


a)g(x) = x° 
c) g (*) - 


*) g (*) = X 

d)g(x) = x 2 


c)f’{ 2) 


e)g(x)= — 
x J 

g) g (x) = X 


f) g w = - 

h) g (x) = x“ 


3. Determine a equagao da reta tangente ao gràfico de/(x) - — no ponto de abscissa 2. Esboce OfJ 

gràficos de/e da reta tangente. x 

4. Determine a equa?ào da reta tangente ao gràfico de/(x) = -y no ponto de abscissa 1. Esbc 

os gràficos de/e da reta tangente. x 


5. Seja/(x) ~ vx. Calcule. 
a)f\x) b)f'( 1) c)f'{- 32) 


6. Calcule g '(x), sendo g dada por 

a) g 00 = Aix 
c) g (x) = $fx 


b) g (x) = fyr 

</) 5 (x) = Vx 


7. Determine a equa?So da reta tangente ao gràfico de/(x) = \jx no ponto de abscissa 1. Esboce j 

os gràficos de/e da reta tangente. H 

8. Seja r a reta tangente ao gràfico de/(x) = — no ponto de abscissa p. Verifique que r intercepta J 

X :• I 

o eixo x no ponto de abscissa 2 p. 

9. Determine a reta que é tangente ao gràfico de/(x) = x 2 e pararela à reta y - 4x + 2. 


7.4. Derivadas de e * e In jc 


Teorema. Sào vàlidas as fórmulas de derivalo 

a) f(x) = e 3 =>/'(x) = <?. 

b) g(x) = lnj:=>g'M = -.x>0. 


X 
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Demonstragào 

e x + h _ e x e h — \ e h — 1 

\ / '(v) - lim -= firn e x -- e x pois, lim - 

a) J K ; h ->0 h h^Q h F h^Q h 

(Exemplo 3-6.3). 


,, In (x + h) - In x 1 ( h 

b)g'(x)= lim - - - = hm - In 1 +- 

0 /l A-»0 fe ^ X 


h^> 0 h 


h\ 
u = — 
xy 


lim In (1 + m)x« = lim — In (1 + «)« = — 
h —) 0 u —> 0 X X 


pois, lim (1 + m)« = e (Exemplo 2-6.3). 
u -» 0 .-—_— 


isy = 

(lnx)' = -, x>0 


Exercicios 7.4 ... -- .... . . = 

1. Determine a equa?ào da reta tangente ao gràfico de/(x) — e x no ponto de abscissa 0. 

2. Determine a equa§ào da reta tangente ao gràfico de/(x) — In x no ponto de abscissa 1. Esboce 
os gràficos de/e da reta tangente. 

3. Seja/(x) = a x , onde a >0e a =£ léum reai dado. Mostre que /' (x) = a x In a. 


4. Calcule/' (x). 
a)f{x) = 2 X 
c)/(x) = 


b)f(x) = 5 X 
d)/(x) = 


5. Seja g (x) = log a x, onde a> Oea 4= lé constante. Mostre que g'(x) = 


6. Calcule g'(x) 
a)g(x) =.log 3 x 
c)g(x) = log jj. x 


b) g (x) = log 5 x 
d)g(x) = lnx 


7.5. Derivadas das Fun/òes Trigonométricas 


Teorema . Sào vàlidas as fórmulas de derivando. 


a) sen x = cosx. 
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b) cos'a = - sen a. 

c ) tg'A — sec 2 x. 

d) sec'A = sec x tg x. 

e) cotg'A = — cosec 2 x. 

f) cosec'A = — cosec a cotg a. 


Demonstraqào 


x sen (a + h) — sen x 

a) sen x = Iim - — hm 

h->0 h h->Cl 


h 2x + h 

sen — cos- 

2 2 


h 

sen — oii 

.. 2 2a + h 

= hm —cos-= cos a. 

*->0 h 2 


, x , cos (a + h) - cos A 

b) cos a = hm -----= hm 

*-> 0 h 0 


* h 2x + h 

-2 sen — sen —- 

2 2 


sen — oii 

2 2x + h 

= hm -— t~ sen-= - sen a. 

*-40 h 2 


c ) tg'A = lim 
*->0 


tg (a + h) — tg A 


Fazendo t = x + h(t—> x quando /i —» 0) 


sen t __ sen a 

tg'A = lim - g '~ tgX = lim 

f~» A t- X t — A 


sen t cos a - sen a cos t 


cos t cos a 


„ .. sen t cos a — sen a cos t , sen (t — a) 

Como hm -- = lim v ’ = 1 e 

t-*x t—x t->x t - A 


t -» x COS t COS A COS 4 A 


sec a, resulta 


tg'A = sec^ a. 


( d ), (e) e (/) ficam a seu cargo. 
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percicios 7.5 - 

1. Seja/C*) = sen a. Calcule. 

2 Determine a equagào da reta tangente ao gràfico de /(a) — sen x no ponto de abscissa 0. 

3. Seja/(A) = cosa. Calcule. 
a)f\x) b)f'( 0) 

■<r( f) *'(-7) 

4. Calcule/'(A) sendo 

a)f (a) = tg a b)f (a) = sec a 

5. Determine a equagào da reta tangente ao gràfico de/ (a) — tg a no ponto de abscissa 0. 

6. Seja /(a) = cotg a. Calcule. 


a)f'(x) b)f 


7. Sejag (a) = cosecA. Calcule. 


a)g\x) b) g'\ 


7.6. Derivabilidade e Continuidade 

A fun^ào /(a) = I a I nào é derivàvel em p = 0 (Exemplo 7-7.2); entretanto, està fun 9 ào 
é continua emp = 0,o que nos mostra que urna funqào pode ser continua em um ponto sem 
ser derivàvel neste ponto. 



f (a) — I a I é continua em 0, 
mas nào é derivàvel em 0. 


Deste modo, continuidade nào implica derivabilidade. 

Entretanto, derivabilidade implica continuidade, corno mostra o seguirne teorema. 
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Teorema . Se J for derivàvel em p, entào / sera continua em p. 


Demonstraqào 

Pela hipótese,/é derivàvel em p, logo lim — ÌSeI existe e é igual a f’ip). 

x —> p X — p 

cisamos provar que/é continua em p, isto é, que lim f(x) = f(p). Temos 

x~>p 

/W-/(p)= — (J:) ~ /(P) -(x-pXx+p, 

x - P 

dai, 

lim Ilim — ÌS£l . ii m ( x - p) -f(p) • 0 = 0 

x->p x^p x - p x-> p 

ou seja, 


lim |/(x) ~fip)\ = 0 

x —^ p 

e, portanto. 


lim f(x)=f(p). 
x —» p 

Observa^ào. Segue do teorema que, se / nào for continua em p, entào/nào poderà 
derivàvel em p. 

{ x 2 se x 1 

é derivàvel em p = 1 ? Por què? 

2 se jc > 1 

Soluqào 


f nào é continua em 1, pois lim f(x) = 2 é diferente de lim f(x) = 1. Como fi 

x —> 1 + X —> ì ~ 

e continua em 1, segue que f nào é derivàvel em 1. 


Ì x 2 se jc ^ 1 
1 se jc > 1 

a) fé continua em 1? 
b) fé diferenciàvel em 1 ? 
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Soluto 


y lim /(jc) = lim f(x) = 1 = /(l), logojé continua em 1. 

) Como fé continua em 1,/ poderà ser derivàvel ou nào em 1. Temos 


/(*)-/(!) 

x 1 


se x < 1 


se jc > 1 . 


lim mzm. Oe ,irn = lira ( , + 1) = 2 

x->\ + x - 1 X-l *-> 1 “ 

loeo lim — IS—L n à 0 existe, ou seja, fnào é derivàvel em 1. 

b x^ì X-l 


fé continua em 1, mas nào é derivàvel 
neste ponto; o gràfico de/apresenta um 
“bico” no ponto (1,/(!)). 



EXEMPLO 3. Seja /(jc) 

a) fé derivàvel em 1 ? 

b) fé continua em 1? 

Soluqào 


x l se jc ^ 1 
2x — 1 se jc > T 


„) /(*)-/(» _ 
*- 1 


se jc < 1 


se jc > 1. 


lim /(•*) /( Ì) = lim /(*) fO) = 2. 
*-»t+ x -1 x-^r jc — 1 


Logo,/é derivàvel em 1 e/'(l) = 2. 

Como/é derivàvel em 1, segue que/é continua em 1. 
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Exerci'cios 7.6 — 


1. Seja/(*) = 




J se x < 2 


1 se x ^ 2 


a) fé continua em 2? Por què? 

b) fé derivàvel em 2? Por què? 


f x 2 se x *£ 0 


2. Seja/(x) = 


-x l se x > 0 


a) fé derivàvel em 0? Justifique. 

b) fé continua em 0? Justifique. 


3. Seja/(x) = 


-x + 3 se x < 3 


x - 3 se x & 3 


a) f é derivàvel em 3? Justifique. 

b) fé continua em 3? Justifique. 


7.7. Regras de Derivacào 


Teorema 1 . Sejam/e g derivàveis empe seja k urna constante. Entào as funcòes 
/ + g, kj e/ • g sao derivàveis em p e tèm-se 

(DI )<f+gy(p)=f'(p) + g’(p). I 

(D2) (kf)'ip) = kf'{p). 

(D3) (f- g)'(p ) = f’(p) g(p ) +f(p) g'ipf 


Demonstraqào 


(DI) (f + g)'{p) = lim 

x —» p 


[/<*) +g(*)]-i/( P )+g( g )i 


= lim r /W-ZO’) | gW-g(p) 

X~>p ]_ X - p X - p 

= f'(p)+g'(p). 

(Em palavras: a derivada de urna soma é igual à soma das derivadas das parcelas.) 
(D2) (W'W = Jim ^ ^ ou seja> 


(V)' (P) = kf’ip). 
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/Vfn palavras: a derivada do produto de urna constante por umafunqào é igual ao produto 
ja constante pela derivada dafunqào.) 


(D3 


f(x) g(x ) - /(p) g(p) 


= Hm /(*) gU) ~ /(P) gl*) + /(P) g(x) ~ fjp) gjp) 

X -> p X — p 

= lim \melisi . g(x) + f(p) . gai - g(P) 

x—*p\_ X ~~ p X ~ p 

= f(p)g(p) +f(p)g'(p)- 

Observe que, pelo fato de g ser derivàvel em p, g serà continua em p, e, assim, 

lim *(*) = £ (pi 
x->P 

(Em palavras: a derivada do produto de duas funqdes é igual à derivada da primeira mul~ 
tiplicada pela segunda mais a primeira multiplicada pela derivada da segunda .) ■ 


Teorema 2. iRegra do quociente). Se/e g forem derivàveis em p e se g (p) f 0, 

entào — serà derivàvel em p e 
8 


( 04 ) U] (p) = IMÉElzJMsM . 

U ) [g(p)r 


(Em palavras: a derivada de um quociente é igual à derivada do numerador multipli- 
cado pelo denominador menos o numerador multiplicado pela derivada do denomi- 
nador, sobre o quadrado do denominador .) 


Demonstraqào 


/(*) __ f(P) 


U („)= lim XM m = Um mmxIMlM -!_. 

X ~P *~>P x-p g(x)gip) 

Somando e subtraindo/(p) gip) ao numerador resulta 


W'(P)= 

lim 

UJ 

x^p 


fMxm.. sip) - f(p) .8M ZJ W -!-. 

x~p x-p g(x)gip) 


e, portanto. 


f(P)g(p) ~ f(p) g'(P ) 
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(2x + 3)' - 2 e (x + 1)' = 2x 


2(x 2 + 1) — (2x + 3) 2x 


/'(*) = 


(* 2 + l ) 2 


-2x 2 — 6x + 2 
(x 2 + l) 2 


EXEMPLO 4. Seja f(x) = (3x z + 1) e x . Calcule/'(x). 


Solugào 


Pela regra do produto 


/'(*) = (3x 2 + 1)' e x + (3x 2 + 1) ( e x Y 


(3x + 1)' = 6x e (e x )' = e x 


f'(x ) = 6jc e x + (3jc 2 + 1) e x . 


f'(x ) = (3jc + 6x + 1) e x . 


cpn X 

EXEMPLO 5. Seja h (x) = Calcule h\x). 

x + 1 


Solugào 

Pela regra do quociente 


h'(x) = 


(sen x)' (x + 1) — sen x (x + 1)' _ (cos x) (x + 1) - sen x 


(x + l) 2 


(x + l) 2 


(x + 1) cos x — sen x 

U+l ) 2 
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EXEMPLO 6. Seja/(x) = x 3 + In x. Calcule/'(x). 
Solugdo 


f\x ) = (x + Inx)' = (x )' + (lnx)' = 3x z + —, 

x 


ou seja. 


/'(x) = 3x 2 + -. 

x 

EXEMPLO 7. Sejam/j ,/ 2 ,... ,f n , n ^ 2, fungòes derivàveis em p. Prove, por indugào finita 
que^ + / 2 + ... + f n é derivàvel em p e que 


(fi +f 2 + - +fn)' to =fl'(P) + - + ti (PÌ- 


So lugcio 


i) Para n = 2 é verdadeira (DI). 

ii) Seja fc s» 2. De 

fi + fl + +/*+/*+ 1 = t/i +/2 + ■••+/*] + fk+ 1 

segue que se a afirmagào for verdadeira para n = k também o sera para n ~ k + 1 . 
EXEMPLO 8. Calcule a derivada 


a) f(x) = 3x 5 + ^ x 4 + x + 2. 
Solugào 


b) g (x) = x 2 + “ + Vx. 
x z 


, f 

= ^3x 5 + x 4 4- x + 2 J = (3x 5 )' 4- j^-jx 4 j + C*/ + (2)' = 15x 4 + -jx 3 +1. j 


Assim, 


f\x) = 15x 4 + |x 3 + 1. 


[ _ f / \ 9 

x 2 + — + Vx = (x 2 )' + ( J + (Vx )' 
-V J V x J 


b)i 

ou seja, 


= 2x — —=- + 


2Vx ’ 


s (x) = 2x ~ 7* + 177' 


£ X grc(ci° s 


ios 7.7 


1. Calcule/'(x). 

a)f(x) = 3x 2 + 5 
c)f(x ) = 3x 3 - 2x 2 4 4 
e)/(x) = 5 + 3* 


-2 


*)/(*) = 3 * + - 

2 , 1 3 

o/w = + 7* 

/)/(*) =2x + - + ~T 

X X 


X X x 

rt)f(x) - 5x 4 + bx 4- ex 2 + k, onde b.cek sào constantes. 


b)f(x) = x 3 4 x 2 + 1 
d)f (x) = 3x 4 Vx 
f)f(x) = 2%Jx 

4 5 

h)f(x) = — 4 -t- 

X X 

j)f(x) = 3fx 4 Vx 
m)/(x) = 6x 3 + Vx 


o 1 

2. Seja g (x) — xH-. Determine a equa^ào da reta tangente ao gràfico de g no ponto ( 1, g ( 1 )). 

x 

3. Seja/(x) = x 2 4 —. 

x 

a) Determine o ponto do gràfico de/em que a reta tangente, neste ponto, seja paralela ao eixo 
x. 

b) Esboce o gràfico de/. 

4. Seja/(x) = x 3 4 3x 2 + 1. 

a) Estude o sinai de/'(x). 

b) Calcule lim /(x) e lim /(x). 

X —> +<“ X -> -00 

c) Utilizando as informagòes acima, faga um esbo^o do gràfico de/. 

3 2 

5. Mesmo exercicio que o anterior, considerando a fun 9 ào/(x) — x + x — 5x, 

6. Seja/(x) — x 3 + 3x. 

a) Determine a equa^ào da reta tangente ao gràfico de/ no ponto de abscissa 0. 

b ) Estude o sinai de/'(x). 

c) Esboce o gràfico de/. 

7. Calcule F'(x) onde F (x) é igual a 


a) 


c) 


X L 4 1 
3x 2 4 3 
5x -3 


b) 

d) 


x 2 -l 
x 4 1 
Vx 

X 4 1 


e) 5x 4 

8) 


x - 1 
W + X 


f) Vx 4 


x 3 + 2 


VI 


h) 


: + VI 


x 2 + 3 
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8. Sejag(x) = * . 

x* + 1 

a) Determine os pontos do gràfico de g em que as retas tangentes, nestes pontos, sejam 
lelas ao eixo x. 

b) Estude o sinai de g'(x). 

c) Calcule lim g (x) e lim g (x ). 

JC —» +<* X —> 

d) Utilizando as informagòes acima, fa$a um esbo^o do gràfico de g. 

9. Calcule/'(x) onde f(x) é igual a 
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13. Sejam fg oh fun^òes derivàveis. Verifiqueque 

[/(*) 8 (*) h (*) ]' = /'(*) 8 (*) h (x) + f(x) g'(x) h (X) + f(x) g (x) h'{x). 

14 . Calcule F '(x) sendo F (x) igual a 


a) x e cos x 
c) e sen x cos x 


b ) x L (cos x) (1 + In x) 
d) (1 + Vx ) /tgx 


7.8. FuisgÀo Derivada e Derivadas de Ordem Superior 

Sejam/urna fun?ào e A o conjunto dos x para os quais/'(x) existe. A fun?ào/' : A -> R 
dada por x*-+f'(x), denomina- se fungào derivada ou, simplesmente, derivada de/; dire- 
m0 s, ainda, que/' é a derivada de 1“ ordem de/. A derivada de 1.* ordem de fé também 
indicada por/ (1) . 

A derivada de/' denomina-se derivada de 2. a ordem de/e é indicada por/" ou por/ (2) , 
assim,/" = (f'Y- De modo anàlogo, define-se as derivadas de ordens superiores a 2 de f. 


EXEMPLO 1. Seja/(x) = 3x 3 - 6x + 1. Determine/',/" e/" 


Solugào 

/'(*) = 9x 2 - 6, 
f"(x) = 18x, 
f"\x) = 18, 


para todo x; assim — IR. 
para todo x; Df = IR. 
para todo x; Dj>»> = R. 


EXEMPLO 2. Seja/(x) = 


x l se x « 1 


1 se x > 1 


Esboce os gràficos de/e/'. 

Solugào 

Parax < l,/(x) = x 2 , dai/' (*) = 2x. 

Parax > l,/(x) = 1, dai/' (x) = 0. 

Em 1 devemos aplicar a definito (se voce jà desenhou o gràfico de/, deve estar preven¬ 
do que/'(l) nào existe). 


/(*)-/(!) 

x - 1 


x z - 1 

- se x < 1 

x -1 


se x > 1 


x + 1 se x < 1 


0 se x > 1 


lim lim f<X) - fm - 2. 

X-\ x 1“ x 1 
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Logo,/nào é derivàvel em 1, isto é,/'( 1) nào existe. Portanto 

[2x se x < 1 

/'(x) = ; D f = U-{ 1}. 

0 se x > 1 


/ 1 

\ 

/ 

V 

A . 

-1 

l 


Exercicios 7.8 

1. Determine/ ', /"e 



a) /(x) = 4x + 2x 


c)f(x) = 5x 2 -V 


d)f(x) = 3jc - 6x + 1 


e) f (x) = x I x I 

2. Esboce os gràficos de/, /' e/". 


f)f(x) = 


\x 2 + 3x se x =£ 1 


5x — 1 se jc > 


a)/(x) = jf I x t 

3. Determine a derivada de ordem n. 

a)f(x) = e x 
c)f(x) = cosx 


h)f(x) = 


x^ + 3x se x =£ 1 
5x — 1 se x > 1 


b)/(x) = senx 
d)/(x) = lnx 


7.9. Notaqòes para a Derivada 

Frequentemente, usamos expressòes do tipoy =/{x), s =/(?), u =/(v) etc. para indie 
urna fungào. Em y = /(x), y é a variàvel dependente txa variàvel independente; em s =/( 
s é a variàvel dependente e r a variàvel independente. 

dy , 4 J 

Se a funyào vem dada pory =/(x), a nota 9 ào, devida a Leibniz, — (leia: derivada 

em relagào a x) é usada para indicar a derivada de/em x: = / '(x). De acordo coB^ 

definigào de derivada j 
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£-/'(*)= lim A£±^)-/W 

dx Ajc —> o Ax 

Observe que o simbolo Ax (leia: delta x) desempenha aqui o mesmo papel que o h em 
lim - ^~ ~7—• Fazendo Ay = f(x + Ax) - / (x) resulta 

A ->0 h 



A notando 


dx |x = x 0 


é usada para indicar a derivada de y = f(x ) em 


dx x = Xr 


= /'(x 0 ). 


Usaremos, ainda, a nota^ào y- para indicar a fun?ào derivada de y = f(x ) ; S- = /' . 

A derivada de y = /(x), em x, sera entào indicada por — (x) :/'(x) - — (x) 

dx dx 

Se a fun^ào/for dada por s =/(?), as notafòes — e -j- (?) serao usadas para indicar/' (?). 
Pela definito de derivada 

ds . A s , . 

dt Ar-»0 A t 3 v ' 

EXEMPLO 1. Sejay = 5x 3 + x 2 . Calcule a derivada. 


Solugào 


(5x 3 + x 2 ) = (5x 3 + x 2 )' = 15x 2 + 2x. 

dx dx 


— = 15* 2 + 2x. 


Observe que o simbolo — aplicado a 5x 3 + x 2 indica a derivada de 5x 3 + x 2 , em relafào 
4x. Da mesma forma, a nota 9 ào (5x 3 + x 2 )' indica a derivada de 5x 3 + x 2 , em rela 9 ào ax. 
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EXEMPLO 2. Calcule — sendo j ^ t ■ 
dt r +1 


Solugào 


ds _ d ( 5t _ 5/ 

Hi ~ dt {t 2 + 1J ~~ l,/ 2 4 


1 _ f 5/ "j (s/yo 2 +1) — 5f (f 2 + iy 

, U 2 + 1 J (t 2 + D 2 


ds_ _ 5-51 2 
dt (i t 2 + l) 2 ’ 


Aqui as notacòes —- —~—— ì e —~- indicam a derivada de - , T’ emre l^ào 

Jr / 2 + 1J t l + 1 * + 1 


9 uV 

EXEMPLO 3. Seja v = « Calcule —, pela definito. 

du 

Solugào 

Fagamos/Cw) = « 2 . Assim, 

li» /(« + M-/W . lim (“ + A “> 2 — = 2 “- 
' J A ” Ah -* 0 Am 


Assim, y = m 2 => — 2m. 

«M 

EXEMPLO 4. Calcule. 

«) — [x 2 - 5x]. 
dx 

c ) — [m 2 - 5»]. 
du 

Solugào 

a) — [x 2 - 5*] = (x 2 - 5x)' =2x- 5. 
dx 

b) — [cos /] = (cos 0' = -sen t. 
dt 

c) — [M 2 - 5m] - (m 2 - 5 u)’ =2u~5. 
du 

d) — [m tg u] = (m tg uY = tg u + u sec 2 u. 
du 


b) — [cos /]. 
dt 

d) -4- [m tg m] . 
du 


gjfEMPLO 5. Seja x = r sen t. Calcule. 


Solugào 

= (/ 2 sen /) = 2 1 sen t + t 2 cos t. 

a) dt d‘ 


dt t = ir. 


= t (2 sen t + t cos f). 


= —7I 2 . 


dt |t = 

É muito comum a notaio y — y (x) para indicar urna fu^ào; observe que nesta notaio 
a letra y està sendo usada para indicar a fun^ao e ao mesmo tempo a variàvel dependente. 


EXEMPLO 6. Sejam u = u (jc) e v = v (jc) fungòes derivàveis num mesmo conjunto A. 
Segue das regras de derivacjào que para todo x em A, tem-se 

dy d _ , _ du , dv 

< 2 )y = n + v=> — = — [u + v]= — + —. 

dx dx dx dx 

. dy d , ^ du dv 

b) y = uv => — = — (mv) = — v + m —. 

dx dx dx dx 

du _ dv 

c) y — — =£ — — —- — = —— j —— em todo x £ A, com v (jc) =£ 0. ■ 

v dx dx LvJ v z 

EXEMPLO 7. Sejay = u 2 onde u = u(x)é urna fun 9 ào derivàvel. Verifique que 

^ = 2 « 

dx dx 

Solugào 

dy d r n du du 

y = u • m => — = — Im • ni = — u + u —. 

dx dx dx dx 




^=2u^. 

dx dx 
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■ 


EXEMPLO 8. Calcule —, ondey = (x 2 + 3x) 2 . 
dx 

Solugào 


Fa^amos u = x l + 3x. Assim, 


Pelo exemplo anterior. 


y = u 2 , onde u = x 2 + 3x. 


— = 2w —. 
dx dx 


Como — - — [x 2 + 3x\ = 2x + 3, segue que 
dx dx 


= 2 (x 2 + 3x) (2x + 3). 

dx '---' '— - 

u du 


Observa^ào. Vimos, no Exemplo 7, que sendo y = u com u = u (x) derivàvel, resul 

^ = 2 * 
dx dx 

2 dy d 2 

Por outro lado, y = u => — = — [u ] = 2u. Assim, 
du du 


dy _ dy du 
dx du dx 


onde — deve ser calculado em u = u (x). Provaremos mais adiante que està regra 0, conhe^ 
du 1 

cida corno regra da cadeia , é vàlida sempre que y = y (u) e u = u (x) forem derivàveis. 

A seguir, provaremos 0 num caso particular. 

1 

EXEMPLO 9. (Regra da cadeia: um caso particular). Sejam y = f(u) eu — g(x) funs 
derivàveis e tais que, para todox no dominio de g, g (x) pertenga ao dominio de f Suponh 
mos, ainda, que I 

A« = g (x + Ax) - g (x) ± 0 1 

i 

para todo x e x + Ax no dominio de g, com Ax + 0. Nestas condi?5es, a composta y —f(g (*)| 
é derivàvel e vale a regra da cadeia 


dy _ dy du 
dx du dx 
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A deve ser calculada em u = g (x). 

0,1(16 du 


Solido 


dy_ _ lim /(g(x + Ax» — /(g(x)) 
dx A jc ->0 Ax 

Jim f(g(x + Ax)) ~ /(g(x)) g(x + Ax) - g (x) 
A*->0 g(x + Ax) - g(x) Ax 


lim + lim *L-*L. 

A*->0 Ax Ajc 0 Ax dx 

Fazendo Am = g (x + Ax) - g (x) resulta 

lim /(g(x + Ax)) - /(g(x)) _ lim f(u + Am) — /(») 
Ax->0 g(x + Ax)-g(x) A«->0 Am 

Ay Jy 

= lim — = — 

Au ->0 Am au 


onde — deve ser calculada emù ^ g (x). Assim 
du 


dy __ A y_ ^ Au_ _ dy du 

dx Ah —» 0 Am A* —» 0 Ax du dx 

Observagào. De — = /'(n) e — = g'(x) temos, também, 
6 ?m dx 


~~ =f'(u)g\x),u = g(x), 
dx 


ou seja. 


[/(g (*))]' = /'(g (*))*'«. 


Sejay =/(x). Anotasào = — f—ì sera usada para indicar a derivada de segun- 
dx 1 dx \dx} 

d ^ y 

da ordem de/, em x, isto é, —f = /"(x). A derivada de 3. a ordem sera, também, indicada 
dx 1 


d}y d ( d 2 y'\ 


dx 3 dx [dx 2 


, e assim por diante. 
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EXEMPLO 10. Seja>- = 3x 3 - 6x + 2 . Calcule 


dx 2 U = 0. 


Solugào 


a) ~ = — [3 * 3 - 6 x + 2] = 9x 2 - 6 
dx dx 


Assim, 


b) -^yj x _ q = 0, que é o valor da derivada segunda emr = 0. 

EXEMPLO 11. Seja y = t'x onde x = x (r) é urna funcào derivàvel até a 2. a ordem. V 
fique que 

a) ± =3 r 2 x + P 

dt dt 

i \ d 2 y , , ^ 2 dx , x d 2 x 

b) —= 6 tx + 6r — + t — 

dt 2 dt dt 2 

Solugào 

a) Observe que x é urna fungao derivàvel de t. Pela regra do produto, 


af dt dt 


ou seja, 


b ) Temos: 


±=3A+,5*. 

dt dt 


d2 y _ ^ L.3 ^ 


t* 2 </r 


[3rx] + — r 3 — = 6tx + 3r — + 3 f 


2 dx ? dx , 3 </ 2 x 


dt i dt 


dt dt 2 ’ 
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d 2 y o dx 3 <i 2 x 

— 3 - = 6tx + 6 r-h r — 3 -. 

dt 2 dt dt 2 


icìos 7.9 


. Calcule a derivada. 


a)y - 5x 3 + 6x — 1 

b)s = + - 

t 

c)x= , + ì 

d) y = t cos t 

u + 1 

e)y= , 

In u 

f)x = ?e { 


x 3 + 1 

w 

il 

l>5 

h)y = 

sen x 

i) y = \iu sec u 

j)x = -+4 

t t l 

l) x = e 1 cos t 

2 3 

tri) u = 5v H-j- 

v 4 

4 t 

n) V = — 7T r 3 

0 ) E = — v 2 

2 

1 9 

p) E — — m constante 



, a e b constantes 


2. Seja v =- 7 =. Calcule. 

X + Vx 


dx x — l 


3. Seja^ = t x, onde x- x (t) é urna fun?ào derivàvel. Calcule — supondo — =2 

dt |f = 1 dt\t — 1 

e x = 3 para t — 1 (isto é, x ( 1 ) = 3). 

4. Considere a fun§ào y — xr 3 , onde x = x (t) é urna funcào derivàvel. Calcule — sabendo 

■* d <' =1 
que —- = 3 e que x (2) = 1 (isto é, x = 1 para / = 2). 

dt t — 2 

5. Considere a funcào y = -, onde t = t (x) é urna funcào derivàvel. Calcule — 

x + t dx x = 1 

sabendo que — = 4 e que t — 2 para x = 1. (Observe que t està sendo olhado corno 


sabendo que - 
funcào de x.) 


dx\x = 1 
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1 . . dy 

6 . Seja y ~ —— • Verifique que jc — + 2v = 0. 


-2 dy 2 

7. Sejay - —-, A: constante. Verifique que- xy =0. 

x 2 + k dx 


8 . Calcule a derivada segunda. 


a) y = x + 2x - 3 


c)y = x™+ — 


b)x = t sen t 
d) y = t In t 


e) x = e 1 cos t 


f)y = — 

x 


2 d 2 y dy 

9. Sejay = x — 3x. Verifique que jc —■=— — = 3. 

dx 1 dx 

1 2 d 2 y . dy 

10. Seja y = —. Verifique que x —— 6 —. 

x dx d dx 


11. Seja x — cos t. Verifique que + x = 


». d 2 y dy 

12. Seja v = e cos jc. Verifique que — =- - 2 -H 2v = 0. 

dx z dx 

, d 2 y dy 

13. Sejay = te . Verifique que — -z — 2 - 1- y = 0. 

dt 2 dt 

14. Suponha que y = y (r) seja derivàvel até a 2.* ordem. Verifique que 


- (r 2 +r)^ =(2r+l)^+(r^ + r) 


15. Seja y = jt, onde jc = jc (f) é urna fun^ào derivàvel até a 2.* ordem. Verifique 

^ =2 r*Y +2 , 


16. Suponha que j: = jc (0 seja derivàvel até a 2.® ordem. Verifique que 



d | 

f 2 dx' 

\ dx 

2 d 2 x 

d) 



= 2 1 — 

+1 2 —s- 


dt 

l dt. 

1 dt 

dt 2 

b) 

d , 

f dx ) 

(dx\ 2 

d 2 X 

— 



+ X -=- 

dt 1 

l dt 

{dt ) 

dt 2 
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H.lO. Regra da Cadeia para Derivalo de Funqào 
Composta 

Sejam y = f U) e x = g (?) duas fun^òes derivàveis, com Img C £y. Nosso objetivo, a 
seguir, é provar que a composta h (t) = f(g (t)) é derivàvel e que vale a regra da cadeia 

Q h'(t)=f'(g(t))g'(t),tGD g 

Antes de passarmos à demonstra?ào de ©, vejamos corno fica a regra da cadeia na nota¬ 
io de Leibniz. Temos 

d i = /'« e £ = g'W. 
dx dt 

Sendo a composta dada por y =f(g (/)). segue de ® que 


= /'(*) s'(0» onde x - g (/). 


dy _ dy dx 
dt dx dt 


[' onde — deve ser calculado em x = g{t). 
dx 

| Suponhamos y = f(x) derivàvel em p, x - g (t) derivàvel em f 0 , com p = g (t 0 ), e Im g C Dj. 
i Seja h (t) =f(g (/)). Vamos provar que 

h'(t 0 )^f'(g(t 0 ))g'(t 0 ). 

Para isto, consideremos a fun?ào T dada por 

f T (x) = f(p) + f'(p ) (x - p). 









172 Um Curso de Càlculo — Voi. 1 


Observe que o gràfico de T éa reta tangente ao gràfico de/, em (p,/(p)). Temos 

/(*) = T (x) + E (x) 


/(*) ~f(p)= f'(P) (x — p) + E (x), x G D p 


onde E{x)é o erro que se comete ao aproximar/'fx) por T (x). Conforme vimos no Exemp| 
8 da Se?ào 7.2, E (x) = p (jc) (x - p), x G onde lim p (x) = 0 = p (0). Fazendo emfl 

J X p ^ 

x = g (f) ep = g (r 0 ) e, em seguida, dividindo ambos os membros por t — £ 0> (f ^ Iq), obtem<| 

, g(O-gfro) , j 

t - to ° t - to t - to I 


lim /'(g(f 0 )) g( ° g(<o) - =f'(s(to»g'(to)- 

t->t 0 t - to 

Por outro lado, de E (x) = p (x) (x - p) segue E (g (t)) = p (g (?)) (g (0 - 8 (to ))- Te 
lim p (g (f)) = lim p (x) = 0 


lim lim = <>.,'(r„) = 0 

f -» r n t ~ t 0 t r n t- to 


h'(t () ) = lim 


*(f)-*(*<)) _ 


= lim 


/(*(*))-/(S(*0)) - 


t -> t n ^ *0 * *n 


=/'(* (*o))*' ( r 0 >- , 


7.11. Aplicacòes da Regra da Cadeia 

Pelo que vimos na seijào anterior, sendo y =/(«) e w = g (x) derivàveis, com Img C D. 
entào a derivada da composta y =f(g (x)) é dada por 


=/'(?W)g'W 


-J- = f'(u) g'(x), onde u = g(x) 
dx 
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dy _ dy du 
dx du dx 


onde deve ser calculada em u — g (x). 
du 


gXEMPLO 1. Calcule a derivada. 


Solugdo 


b)y = sen r. 


a )y- e u , onde u — 3x. Pela regra da cadeia 


dy _ dy du 
dx du dx 


dy u du 

Como — = e e — =3, resulta 
du dx 


— = • 3 ou — = 3e^ x . 


b)y = sen x, onde x — r. Pela regra da cadeia 

dy _ dy dx 
dt dx dt 


„ dy dx 

Como — = cos x e — —21, resulta 
dx dt 


= cos x • 2 1 


— = 21 cos t 2 . 
dt 


Poderfamos, também, ter obtido -j- aplicando diretamente a fòrmula 
lf(8 (t))V =f'(g (t))g'(t). Veja: 


^ = [sen t 2 ]’ = sen' t 2 (t 2 )' = 2rcos t 2 . 
dt 
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EXEMPLO 2. Calcule/'(x), sendo 
<0/« = Ox 2 + l) 3 


è) f(x) - cos 3x. 


Solugao 

a)f{x) = m 3 , onde u = 3x 2 + 1. Temos 


ou seja. 


f'(x) = — [w 3 ] — = 3 u 2 — = 3(3jc 2 + l) 2 (6x), 
du dx dx 


f'(x) = ISjc (3x 2 + l) 2 . 


b)f’{x) — [cos 3x]' ~ cos' 3x • (3x)' = — 3 sen 3x. 


EXEMPLO 3. Calcule —, sendoy = In (x 2 + 3). 
dx 


Solugao 


y = In u, u = jc + 3. 


tìfy d 1 « 

— = — [In w] -— = - 2x, 
dx du dx u 


dy _ 2x 
dx x 2 +3' 


EXEMPLO 4. Seja/: IR —> IR urna funijào derivàvel e seja g (x) = /(cos x). Calcule g' 


supondo /'^—J = 4. 
Solugao 

Pela regra da cadeia 


ou seja, 


g'(x) = /'(cos x) (cos x)' 


g'(x) = —senx/'(cosx). 


—j - /(lì = -2S. 

3 ) 2 V2 


Derivadas 175 



jylpLO 5. Suponha g derivàvel. Verifique||ue 


Sohqào 


, = /,« = g (*)• 


b)y = \nu,u = g (x) 


a)[ ^w r=e s ( v<*r 

wiingwr = 

gW 

c) [cos g (x)]' = -g '(x) sen g (x). 

d) [sen g (x)] ' = g '(x) cos g (x). 


dy_=dy_ du =_d_ [eU] du 
dx du dx du dx 


e u g'(x), u = g(x), 


[**«]' = e* <'VO). 


= nil] *.I 4 . w .ll£). 

dx du dx u g(x) 


(c) e (d) ficam a seu cargo. 

EXEMPLO 6. Seja >’ = x 2 e 3x . Calcule a derivada. 


Solugao 

Pela regra do produto. 


^=0«V* 3 *+ 

dx 


Como (x z )' = 2x e (e 3 *)' = e 3 * (3x)' = 3e 3 * resulta 


^=2» 3i + 3x 2 * 3 ', 

dx 


Q = xe 3x [2 + 3xj. 
dx 
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EXEMPLO 7. Sejay = xe Verifique que 


Solugào 


+ 4 — + 4y = 0. 
dx 2 dx 


^=e- 2 * + x(e- 2 *)’ =e- 2x -2xe~ 2x 
dx 


= [e' 2 *]' - [Ixe- 2 *]' = —2e~ 2x - [Te- 2 * - 4«" 2,t l 

dx 2 


= + .teT 2 *. 


+ 4 ÈL + 4 y = [ - 4 e 21 + 4xe + 4 [e ** - 2xe ^] + 4xe 21 
dx 2 dx 

= -4e~ Zx + 4xe~ lx + 4e~ 2x - Sxe~ Zx + 4xe~" = 0. 


EXEMPLO 8. Calcule —ir sendo y = cos 5x. 
dx L 


Solugào 


dy c 

— = — 5 sen 5x. 


—— 5 [sen 5x]' = —25 cos 5x. 


EXEMPLO 9. Calcule 


x f x + ì 

«) >’ = h-n 


fc) > T = y* 2 + 3. 


Solugào 


a)y = u ,u= 2 ■ 

x z + 1 


— = 4 «^ — = 4 [ -V—-ì Ui 1 


dx dx l x 2 + 1 J l x 2 + 1 
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X + 1 V _ X 2 + 1 - (x + 1) 2x __ -X 2 - 2x + 1 
X 2 + I I ~ (x 2 + l) 2 ~~ (x 2 + l) 2 


dy _ C x + 1 "I -x 2 - 2x + 1 
dx ~ l X 2 + 1 ) (x 2 + l) 2 


y = u 3 , onde w = x 2 + 3. 


dy 1 --z du 1 , 2±iCì / 2±iv 

— = - m 3 — = - (* + 3) 3 (x z + 3). 
dx 3 dx 3 


* 3 ^(x 2 + 3) 2 * 

EXEMPLO 10. Seja g derivàvel e n + 0 inteiro. Verifique que 


a)[(g(x)) n V =n(g(x)) n V(x). 

1 I-i 

*) LG? fr)) 17 "]' = - G? (*))" g'(x) (n ^ 2). 

n 


Solugào 

a)y = u n ,u ~ g (x). 


dy d n du n - X 

— — — (« ) — = nu g (x), 
dx du dx 


7=»(g«r'm 

dx 


è) Fica a seu cargo. 


EXEMPLO 11. Seja/: R —> IR urna fungào derivàvel até a 2. a ordem e seja g dada por 
8 CO = /(x 2 ). Calcule / (2), supondo/'(4) = 2 e/" (4) = 3. 
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Solugào 


g'(x) =f'(x 2 )(x 2 y*>2xf'(x 2 ). 
g"(x) = [2 xf'(x 2 )]' = (2x)'f(x 2 ) + 1x [f Oc 2 )]'. 


Como [f\x 2 )]’ = f”(x 1 ) (x 2 )' = f'tx 2 ) Ir, resulla 

*'« = 2/'(jÒ + 4x 2 /*c* 2 ). 


ou seja, 


g"(2) = 2/'(4) + 16/"(4) 


$"(2) = 52. 


EXEMPLO 12. A fun?ào diferenciàvel >’ = /(. x)é tal que, para todo * E Dp 


xf{x) + sen/(x) = 4. 


Mostre que 


/'(*) = 


X + cos /(jc) 


para todo jc E Dp conu + cos/(jc) ^ 0. 


Solugào 


ou seja. 


[xf(x) + sen/(x)]' - 4'. 
[*/(*)]' + [sen/(jc)]' = 0. 
f(x) + xf (jc) + [cos/(jc)] ■/'(*) = 0 


f'(x) [x + cos/COJ = -/(jc), 


/'(jc) = 


X + cos /(jc) 


em todo jc E Dr com jc + cos /(jc) ^ 0. 


EXEMPLO 13. Seja y = x , onde jc = x (t) é urna fun^ao derìvàvel até a 2. a ordem. Verifi- 
que que 

dly = 6x (^.) 2 + 3x 2^x 
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Solugào 


ou seja. 


Como 


resulta 


ou seja, 


^ = — [JC 3 ] — 

dt dx dt 


— = 3x 2 
dt dt 


d 2 y 

dt 2 


= -j- [3 a: 2 
dt dt 


4.(3x»)* + a*»4. 

dt dt dt 



d d dx t dx 

— ( 3 * ) = T t3Jt: 2 ] — = 6jc — e 
dt dx dt dt 


d_ fdx_\ = d 2 x 
dt\dt) dt 2 


^ = 6 ** * + 3 i 2 ^ 
dt 2 dt dt dt 2 


d 2 y 

dt 2 


= 6-c f— 
V dt 


+ 3jc 2 


d 2 x 

dt 2 


Exercicios 7.11 • 

1. Determine a derivada. 


a)y = 

sen 4jc 


b ) y = cos 5x 

c)f(x) 

3x 

= e 3 


d)/(x) = cos 8x 

e)y = 

sen t 


f) g (0 = In (2t + 1) 

g)x = 

sen / 
e 


h) f (x) — cos e x 

0 v = 1 

(sen jc + cos 

x) 3 

j)y= 

0 /W = 5^i 


m)y = e 


V + 1 


n) x = 

In (t 2 + 3t 

+ 9) 

o)f(x) = 

p) y = 

sen (cos jc) 


q) g (t) = (t 2 + 3 ) 4 

r)/W 

2 

— cos(x + 

3) 

s) y = -\jx + e x 

Oy = 

tg 3x 


u) y — sec 3x 

Seja/: 

IR —» IR derivàvel e seja g (t) 

= /(t 2 + 1). Supondo/'(2) = 5, calcule 


3. Seja/: IR —> [R derìvàvel e seja £ dada por £ (x) = / (e ). Supondo/'(l) = 2, calcule g (0). 
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a) y = xe 
c) y = e x sen x 

e)f(x) = e~ x2 + In (2x +1) 
cos 5x 

g) y = —— 

sen 2x 

07 -*- 3 ' 

l)y= (sen 3x + cos 2x ) 3 
/z)y = In (x 4- ^x 2 + 1 ) 
p ) v = x In (2x + 1) 
r ) v — In (sec x + tg x) 


b ) y — e x cos 2x 
d)y = e 2f sen 3 / 

e ! — e~ l 

f) g(?)= — -7 

e 1 + e 1 

h)f(x) = (e~ x + e* 2 ) 3 
j ) g (x) = e xl In (1 + yix ) 

m) y & -yje x + e~ x 

I 7 

o) y- yjx 2 + e^ x 
q)y = \\n(x 2 + l)j 3 
s) y = cos 3 x 3 


t) f(x ) - —^— 
sen^ x 

5. Calcule a derivada segunda. 
a ) y — sen 5t 

c) x — sen utt, (o constante 


») / (0 = - 


In (3f + 1) 


b ) y — cos 4 1 
d)y = e 3x 


g)y = In (jr + 1) 
Ì)y — e x — e 


h) y = - 

x - 1 

j) y — e x cos 2x 


m) y = - 


o)y = xe 


p ) y = sen (cos a:) 


q) f(x) = 


r ) y — xe J 


t)g(t) = + 3 


x z + x + 1 


u) y = x 2/x + 2 


6. Seja ^ : [R —> [R urna fun^ào diferenciàvel e seja/dada por f(x) = x g (x 2 ). Verifique que • 

/'(x) = g(x 2 ) + 2xV(x 2 ). 

7. Seja g : IR -* IR urna fun 9 ào diferenciàvel e seja/dada por/(jt) — xg (x 2 ). Calcule/'( 1 ) supon- 

do g (1) — 4 e g'(l) = 2. À 

8. Seja g : IR —» IR diferenciàvel tal que g(l) — 2eg'(l) = 3. Calcule/'( 0), sendo/dada por { 
f(x) = e x g( 3x+ 1). 

9. Seja/ : IR -» IR derivàvel até a 2.® ordem e seja g dada por g (x) =f(e 2x ). Verifique que 

g"( x ) = 4e 2x \f'(e 2x ) + e 2x f"(e 2x )]. ? 
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2x u y 

10 Seja y = e . Verifique que —=- - 4v = 0. 

rfx z 


2jc uy dy 

li. Sejay = xe . Verifique que —— - 4— + 4y = 0. 

dx~ dx 


d 2 y 

12. Determine a de modo que y = e 001 verifique a equafào —^— 4y — 0. 

dx 2 

13. Determine a de modo que y = e 0 * verifique a equa^ào - 3— + 2y - 0. 

dx 2 dx 

14. Seja y = e 0 *, onde a é urna raiz da equa?5o A 2 + a\ + b = 0, com a e b constantes. Verifique 
que 

d 2 y dy 1 
—r + a— + by = 0. 
dx 2 dx 

15. Seja g urna funfào derivàvel. Verifique que 

a) [tg g (x)]' - sec 2 g (x) * g'(x) 

b) [sec g (x)J' = sec g (x) tg g (x) ■ g'(x) 

C ) [cotg g (x)]' = -cosec 2 g (x) • g'(x) 

d) [cosec g (x)]' = -cosec g (x) cotg g (x) • g'(x) 

16. Derive. 

a) y - tg 3x b) y = sec 4x 

c) y — cotg x d)y — sec (tg x) 

e) y = sec x 3 j)y~ *Ag * 2 

g) y = cosec 2x h) y = x 3 tg 4x 

0 v = In (sec 3x + tg 3x) j) y = e ~ x sec x 2 

0 y = (x 2 + cotg x 2 ) 3 m ) y = x 2 tg 2x 

17. Seja y = cos o>t, co constante. Verifique que 


■ + cu 2 y = 0. 


18. Seja y = e * cos 2 1. Verifique que 


d 2 y ~ dy 

—ir + 2 — 


- 5y = 0. 


19. Seja y =-. Verifique que 

x - 1 


(,-*, 4 - 2 * 

dx 2 dx 
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20. Seja y =f(x) deriva vel até a 2. a ordem. Verifique que 


d_ 

dx 


x 2 — 1 = 2x 
dx 


dy_ 

dx 


+ jri 


dx 2 ' 


21. Seja y = yjx 2 + 1 . Verifique que 


dy 

Tx 1 +y 


d 2 y 

dx 2 


= 1. 


22. Seja y = y (x) definida no intervalo aberto / e tal que, para lodo x em I, 


^-~x 2 +y 2 . 

dx 


Verifique que, para todo x em I, 


d 2 y n i 

—f = 2 x + 2 x 2 y + 2 y 3 . 
dx L 

23. Seja y—f( x) urna fun<jào derivàvel num intervalo aberto /, com le/. Suponha/(l) = 1 e | 
que, para todo x em I,f'(x) — x + [f (x)] 3 . 

a) Mostre que f"(x ) existe para todo x em /. 

b) Calcule/"( 1). 

c ) Determine a equagào da reta tangente ao gràfico de/no ponto de abscissa 1. 

24. Seja y = y (r) derivàvel até a 2.* ordem. Verifique que 


JL\ylÈ. 

dr 


d_ 

dr 




2 ,2 d2 y 


+ y l 


dr 


2 ■ 


25. Seja y = —= -, onde x = x (t) é urna funaio definida e derivàvel em IR. Verifique que, 

x* + 1 


para todo t reai, 


± = -2xy 2 

dt dt 


dx 


26. Seja y — —, onde x - x (t) é urna funfào derivàvel num intervalo aberto I. Suponha que, para 

dx d 2 y 8 B 2 

todo t em /, x (t) + 0 e — = /3, /3 constante. Verifique que 


dt 


dt 1 


27. Seja/urna fun^ào diferenciàvel e suponha que, para todo x E Dp 3x 2 + x sen/(x) = 2. Mostre . 

,, 6x + sen /(x) 

que/ (x) =-, para todo x E D f , com x cos/(x) ^ 0. 

x cos /(x) J 

28. A fungào diferenciàvel y ~ f(x)é tal que, para todo x E Dy, o ponto (x,/(x)) é soluto da 
equafào xy 3 + 2xy 2 + x = 4. Sabe-se que/(l) = 1. Calcule/'(1). 


29 Seja/: ]-r, ri IR urna funjao derivàvel. Prove 

a) Se/for urna fungào impar, entào/' serà par. 

b) Se/for fu^ào par, entào/' serà fmpar. 

30. Seja g : IR —» IR urna funfào diferenciàvel tal que g(2) = 2 e g'(2) = 2. Calcule H'{ 2), sendo 
H dada por H (x) = g (g (g (*)))• 


7.12. Derivada de / ( xY (x) 

Sejam/e g duas fun^Òes derivàveis num mesmo conjunto A, com/(x) > 0 para todo x E A. 
Consideremos a fungào definida em A e dada por 

y-/(*)* w . 


Aplicando In aos dois membros obtemos 

In y = g (x) In/(x) 


e, assim, 

y = e 8 (■*) ln/M 


ou seja. 


Entào, 


jr^g (x) _ e g (x) In/(x) 


[/(*) sW ] ' = esM ln /W [g(x) In /(*)]' 


e, portanto, 


[/(x) «W] = /(x)*W [g(x) In /(x)]' 


EXEMPLO 1 . Calcule a derivada. 

o)y = S. b)y = 3 x . 

Solugào 


(**)' =e xìnx (x In x)' = x* (In x + 1 ), 

ou seja. 


(X x )' = **(! + lnx). 
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i>)3 , = e ,ln! . 


(3 X Y = e x ln 3 (x In 3)'. 


Como ln 3 é constante, (x ln 3)' = x ' ln 3 = ln 3. Assira, 

(3*)' = 3* ln 3. 

EXEMPLO 2. Seja a > 0, a A 1, constante. Mostre que, para todo x , 


Solugào 


0 a x y = a x In a. 


jc _ x ln a 
a = e 


(<?)' = (* In a)'. 


Como (x In a)’ — x' ln a = ln a, resulta 


a — a ln a. 


EXEMPLO 3. Seja oc urna constante reai qualquer. Mostre que, para todo x > 0, 


Solugào 


(x a )' = ax a ~ l . 


x a = e alnx 


(*“)' = e a,n *( a lnxy. 


Sendo a constante (a ln jc)' = a (ln jc)' p* —. Assim, 

x 


/ Ot\f GL & ry — 1 

(x ) = x ' — - a x a 1 


EXEMPLO 4. Calcule a derivada. 

a)f(x) = x v2 

Solugào 

a) f (x) = V2 x v2 _1 , x > 0. 

b) Pela formula de mudanga de base. 


b) y = 8* + log 2 x. 


log? x = —— ln x. 
£2 ln 2 


(8* + log 2 x)' = 8* In 8 + ——. 

x ln 2 
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pxercicios 7.12 - 

1. Calcule a derivada. 

a) f (x) = 5 X + log 3 x 

c)g(x) = 3 2x+l + log 2 (x 2 + 1) 

. -, , sen 3 je 
e)f(x) = x 


i)y= (1 + 0 \ i constante 
[)y = (2 + sen x) cos 3 * 

n,y = ( l+ x) 

. 7T 1 X 

p)y = x + ir 


b) v = 2 xZ + 3 2x 
d) y = (2x+ l) x 
f) g (x) = (3 + cos x) x 
h) y = x x2+ 1 
j) y=\(f— 10 _Jf 
ni) y = ln (1 + /) 


o) y = x*~ 
q) y = (1 + x) e 


2. Sejam/e g derivàveis em A, com/(x) > 0 em A. Verifique que, para todo x em A, 

[/(*)* W ]' - /(x)g ( *V(x)ln/(x) + g(x) /(x)^W - 1 /'(x). 

~® ' © ' 

Observe:(X> é a derivada de/(x> ? (x \ supondo/constante; (2) é a derivada d ef(x) 8 (x \ supondo g 


3. Utilizando o resultado obtido no Exercfcio 2, calcule a derivada. 


a)y = {x + 2f 
c) y — (4 + sen 2xf 
e) y = (3 + ir)* 2 


b) v = (1 + e x ) x 
d) y = (x + 3)* 2 
f)y = (x 2 + l) 17 


7.13. Derivalo de FuNgÀo Dada Implicitamente 

Consideremos urna equagào nas variàveis x e y. Dizemos que urna fungào y =/(x) é 
dada implicitamente por tal equagào se, para todo x no dominio de/, o ponto (x,/(x)) for 
solugào da equagào. 

EXEMPLO 1. Seja a equagào x 2 + y 2 = l.A fungào >’ = /1 — x 2 é dada implicitamente 
pela equagào, pois, para todo x em [— 1, 1], 

x 2 + (^1 ~ x 2 ) 2 -- 1. 

Observe que a fungào y — —^'1 — x 2 é, também, dada implicitamente por tal equagào. 

■ 

EXEMPLO 2. Determine urna fungào que seja dada implicitamente pela equagào 
y 2 + xy- 1=0. 

Solugào 


2, , A -x ± ^x z + 4 

>’ + xy — 1 = 0 <=> >' =-- 
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A fun^ào 


-a: + ^x 2 + 4 


é dada implicitamente pela equa?ào. É claro que 


é outra fun?ào dada implicitamente por tal equafào. 

EXEMPLO 3. Mostre que existe urna ùnica fun^ào y = f(x), definida em U, e dada 
- plicitamente pela equaijào y 3 + y = x. Calcule/(0),/(10) e/(—2). 

Solugào 

A fun 9 ào g (y) = y 3 + yé estritamente crescente em IR (verifique), continua, c 

lim (y 3 +y) = + 30 e lim (y 3 + y) = - °o. Segue do teorema do valor intermedi 

>•-»+* y-*- x 

que para cada a: reai existe ao menos um nùmero y tal que 

© y 3 + y = x. 

Como g é estritamente crescente, tal y é o ùnico nùmero reai satisfazendo 0. A fun 
/ definida em IR, e que a cada x associa/(x), onde f(x) é o ùnico reai tal que 

[/MI 3 +/M = x, 

é a unica fun^ào definida em IR e dada implicitamente pela equa^ào. 


Càlculo de fi 0) 


Càlculo def(\0) 


[/(0)1 3 +/(0) = 0 <=>/(0) [(f( 0» 2 + 1] = 0; 


HO) - 0. 


[/( 10 )] 3 +/( 10 )= 10 ; 


deste modo,/(IO) é raiz da equai^ào y 3 + y = 10. Como y = 2 é a ùnica raiz, resuli 
/(IO) = 2. 

Càlculo de f{— 2) 


/(-2) é a ùnica raiz da equa 9 ào y 3 + y = -2. Assim, 

/(—2) = —1. 
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tfXEMPLO 4. Sejay =/(x), x £ IR, a fun 9 ào dada implicitamente pela equa 9 àoy 3 + y = x. 
gyponha que/seja derivàvel. 

)Mostre que/'W = 3(/(x ‘ ]2 + 1 - 

b) Determine a equa9ào da reta tangente ao gràfico de /no ponto (10,/(IO)). 

Solugào 

a ) Como y = f(x) é dada implicitamente pela equa 9 ào y 3 + y = x, segue que, para todo x, 

t /«] 3 +/w = * 


-r [(/(*)) 3 + /(*)] = 4-w- 

dx dx 


3 t/oor/'c*) +/'w = i 

e, portanto, 


3 [f(x)i +1 

Poderi amos, também, ter chegado a este resultado trabalhando diretamente com a equa- 
fào y 3 + y = x: 

/[y 3 + y] = /[*l 

dx dx 


— [y 3 ] + — = i- 

<£r dx 


Como —- [y 3 ] = — [y 3 ] • — = 3y 2 —, vem 
dx dy dx dx 


3y 2± + ±^ l 

dx dx 


dy _ 1 

~dx ~ 3y 2 + f 


e, portanto. 
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b) A equa?ào da reta tangente ao gràfico de/etn (10,/(IO)) é: 

>’ —/(IO) =/'(10) (x — 10) 


/(IO) = 2 (veja exemplo anterior) 


/'(IO) = 


3[/(10)] 2 + l 13' 


Substituindo na equa 9 ào acima, obtemos 

— 2 = — (x — 10) ou y = — x + —. 

’ 13 7 13 13 

2 2 

EXEMPLO 5. A fun 9 ào y =f (x), y > 0, é dada implicitamente pela equa 9 ào x+y 

a) Determine f(x). 

dy 

b) Mostre que x + y — =0, para todo x no dominio de/ 

dx 

c ) Calcale —. 

dx 

Solugào 

a) x 2 + y 2 = 4 <=> y = ± ^4 - x 2 . 

Como y > 0, resulta f(x) = -y'4 - x 2 , -2 < x < 2. 


b) Para todo x no dominio de / 


/U 2 + .v 2 ] = /[4). 
dx dx 


Como — [y 2 ] = — [y 2 \ — = 2y —, vem 


dy dx dx 


ou seja, 


2x + 2y — = 0, 
dx 


x + y$L = 0. 
dx 


c) De x 4- y — = 0 obtemos — = — —. Assim, 
dx dx y 


dx a/4 — x 2 


pois, y = J4 — x 2 . 
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Consideremos a equa9ào sen y = x. No intervalo , — J, a fun9ào sen y é estrita- 


mente crescente e continua. Assim, para cada i£ [—1, 1] existe um unico y E , — j 
tal que sen y = a*. Pois bem, a fun 9 ào y = y (x) definida implicitamente por està equa 9 §o e 

7 j TT 

que a cada x E [ — 1,1 ] associa y £ - —, — é denominada fungào arco-seno e é indicada 


77 

77 

~2 ’ 

~2_ 

77 

77 

T’ 

‘Tj 


pò T y = arcsen x. Assim, para y E , — J» 

sen y — x <=> y ~ arcsen x. 

Observe que o dominio da fun 9 ào arcsen é o intervalo [—1, 1] e a imagem o intervalo 

— . No próximo exemplo, vamos calcular a derivada de y = arcsen x supondo 
que tal derivada exista. (Veremos mais adiante que y = arcsen x é de fato derivàvel em 

]-l. HO 


EXEMPLO 6. Supondo que y = arcsen x seja derivàvel em ] -1, 1 [, calcule —. 

dx 


Solugào 


f 77 77 ^ 

y = arcsen x <=> sen y = x — — ^ y ^ — 


4~ t sen y] = —[*] 

dx dx 


(cos y) ~ = 1 
dx 


dy 1 77 77 2 2 — 

e, portanto, — =-, — — < y < — .De cos y + sen y — 1 e y E 

dx cos y 2 2 

cos y = aJI — sen 2 y . Lembrando que sen y = x, resulta 

& - 1 ._• i 


dx Jl - x 2 




(arcsen x)'= • 
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r 


Consideremos, agora, a equaqào tg y = x. No intervalo J 2 ’ 2 |_ a ^ un ^° *8 ^ ® estr£ 
tamente crescente e continua. Além disto, lim tgy = + °°e lim tg> ? = — oc. Segu 


que para cada x G U existe um unico >’ 


tal que tg y = x. A fungào y = y (* 


definida implicitamente por està equagào e que a cada x G IR associa y G 
denominada fungào arco-tangente e é indicada por y = arctgx. Assim, parav 1 


77 77 ’ 

"2 


" tg y = x <=> y = arctg x. 

No próximo exemplo, vamos calcular a derivada dej = arctg x supondo que tal derivada 
exista. (Veremos mais adiante que y = arctg x é derivàvel em !R.) 


EXEMPLO 7. Supondo y = arctg x derivàvel em M, calcule —. 

dx 

Solugào 


y - arctg x » tg y = x 


77 77 

■— < y < — 

2 2 




(sec 2 y) ~ m 1 
dx 

dy 1 22 

e, portanto, — =-=—. Lembrando que sec y = 1 + tg y e tg v = x, resulta 

dx sec 4 * y 

dy _ 1 

dx 1 + x 2 


(arctg x) ' = 
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exempi 


O 8. Calcule a derivada 


a)y = xX 


b) y — 3/arcsen x 


Solugào 

a ) Voce aprendeu na sesào anterior corno derivar tal funqào. Vejamos, agora, um outro pro¬ 
cesso para derivà-la. 

y = x* 3 <=> \ny = x 3 Inx (x > 0) 

o que significa que y = x* 3 é dada implicitamente por In y = x 2 In x. Temos 

"7- [l* 1 >] “ "7- [-* 3 Ini] 
dx dx 


— = 3x 2 In x + x 3 • ~ 


ou seja, 


Portanto, 


y ’ = y [3x 2 In x + x 2 ]. 


^ = x* 3 [3x 2 In x + x 2 ] 
dx 


b) y= ^/arcsen x ^=>y^ = arcsen x. Assim, a fungào y = arcsen x é dada implicitamen¬ 


te por y~ = arcsen x. Temos 


— [>’ 3 ] = — [arcsen x] 
dx dx 


|V 2 = ‘ 


^ di - X 2 


ou seja, y = 


3^/(arcsen x) 2 * Jl - x 2 


Exereidos 7.13 _ 

1. Suponha que y ~f(x) seja urna funfào derivàvel e dada implicitamente pela equa§ào 

xy 2 +y + x= 1. 


_ 1 _ f ff x \y. 

Mostre que f'(x) = -em todo x G Df com 2x/(x) + 1 =£0. 

2x/ (x) + 1 J 



192 Um Curso de Càlculo — Voi. 1 



2. Determine urna fungào v - f(x) que seja dada implicitamente pela equa^ào xy“ + y + x * 

dty 

3. A funyào v = f(x) é dada implicitamente pela equaqào xy + 3 = 2x. Mostre que x — = 2 - 

dy ' dx 

Calcule — ? 

dx x — 2 ■ 

4. Expresse — em termos de x e de y, onde y - f(x) é urna fun 9 ào diferenciàvel dada impli ' 

dx 

tamente pela equagào 


a) x - v 2 = 4 
c) xy 2 + 2y = 3 
e) x 2 + 4y 2 = 3 
g) x 2 + y 2 + 2y = 0 
i) xe y + xy = 3 
l)5y + cos y = xy 


b) y 3 + x 2 y = x + 4 
d) y 5 + y = x 
f)xy+y 3 = x 
h) jcV + xy = 2 
j) y + In (x 2 + y 2 ) = 4 
m) 2 y + sen y — x 


2 2 

5. A funqào y — /(x), y > 0, é dada implicitamente por x +4 y — 2. Determine a equagào 
reta tangente ao gràfico de/, no ponto de abscissa 1. 


6 . Determine a equagào da reta tangente à elipse —y H—=— 1, no ponto (x 0 , yy), yo ^ 0. 

a L b z l 

7. Verifique que y(yx +x 0 y = 2 é a equa?ào da reta tangente à curva xy = 1 no ponto (x 0 , y 0 ), x 0 > Olì 

Conclua que (x 0 , y 0 ) é o ponto mèdio do segmento AB, onde A e B sào as intersegòes da reti 
tangente, em (x 0 , y 0 ), com os eixos coordenados. } 

8 . Suponha que y =/(x) seja urna fun£ào derivàvel dada implicitamente pela equa^ào y 3 + 2xy 2 + 

x — 4. Suponha, ainda, que 1 E Dy. | 

a) Calcule/(l). j 

b) Determine a equa§ào da reta tangente ao gràfico de/no ponto de abscissa 1. 

2 2 i 

9. A reta tangente à curva x 3 + y 3 = 1, no ponto (xy, y 0 ), x 0 > 0 e y 0 > 0, intercepta os eixos 
x e y nos pontos A e B, respectivamente. Mostre que a distància de A e B nào depende de (xy, 

yo)- \ 

10. A reta tangente à curva xy - x 2 = 1 no ponto (x 0 , y 0 ), x 0 > 0, intercepta o eixoy no ponto fl. 
Mostre que a àrea do triàngulo de vértices (0, 0), (x 0 , yy) e B nào depende de (x 0 , y 0 ). j 

11. A fun§ào y -f(x) é dada implicitamente pela equagào 3y 2 + 2xy - x 2 = 3. Sabe-se que, para) 

todo x G Df,f (x) > 0 e que/admite urna reta tangente T paratela à reta 5y - x = 2. Determine i 
T. j 

7.14. INTERPRETAQÀO DE ^ COMO UM QUOCIENTE. 
Diferencial x 

Até aqui, — tem sido visto corno urna simples notaio para a derivada de y = f (*)• O) 
dx , i I 

que faremos a seguir é interpretar — corno um quociente entre dois acréscimos. Inicial 

dx 
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mente, vamos olhar para dx corno um acréscimo em x e, em seguida, procuraremos urna in¬ 
terpretalo para o acréscimo dy. 

Sabemos que/'(x) é o coeficiente angular da reta tangente T, no ponto (x,/(x)), e que 

= f'(x). Se olharmos, entao, para dy corno o acréscimo na ordenada da reta tangente 

dx ^ dy 

T correspondente ao acréscimo dx em x, teremos — = f'(x). 

dx 


= f'(x) = tg a 


dy = f'(x) dx 


f (x + dx ) 


Observe que 



dy =f(x + dx) -f(x) 


é o acréscimo que a fun 9 ào sofre quando se passa dexax + dx.O acréscimo dy pode entao 
ser olhado corno um valor aproximado para Ay; evidentemente, o erro “Ay - dy" que se 
comete na aproxima^ào de Ay por dy sera tanto menor quanto menor for dx. 

Fixado x, podemos olhar para a fungào linear que a cada dx G IR, associa dy E IR, onde 
dy -f'(x) dx. Tal fun^ào denomina-se diferencial de femx, ou, simplesmente, diferencial 
dey=f(x). 

EXEMPLO 1. Seja y = x 2 . Relacione Ay com dy. 


Solugao 


^ _ / 2 V r\ 

— = (x ) = 2x. 
dx 


Assim, a diferencial de y = x 2 é dada por 


Por outro lado 


dy = 2xdx. 


Ay = (jc + dx) 2 - x 2 


(x + dx) 2 te T -/- 


Ay - dy 


x x + dx x 
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ou seja, 


Ay = 2xdx + ( dx) 2 


e, portanto, Ay dy — (dx) 2 . Observe que, quanto menor for dx, mais próximo estarà dy <j 
A>> - 

EXEMPLO 2. Seja A = 7jr 2 . Calcule a diferencial de A = A ( r ). Interprete. 


Solugào 


dA 

— = A'(r) = 2,77. 
dr 


A diferencial de A = rrr 2 é dada por 


dA = 2777 dr. 


Interpretagào 


A - 777 é a formula que nos fomece a àrea de um crrculo em fun£ào do raio r, dA = 2ma 
é entào um valor aproximado para o acréscimo AA na àrea A correspondente ao acréscitn 
dr em r. 



Observe que AA é a àrea da regiào hachurada e que dA — 2irr dr é a àrea de um retàngulé] 
de complimento 2'irr (2tt7 é o comprimento da circunferéncia de raio r) e altura dr. Vamos 
calcular o erro que se comete na aproximado 


AA = 2777 dr. 


AA — 7r(r + dr) 2 — rrr 2 = 2irr dr + tt (dr) 2 


AA — dA = tt (dr) 2 . 

Deste modo, o erro que se comete na aproximagào © é igual a tt (dr) 2 , que é a àrea 
um cfrculo de raio dr. 


Derivadas 195 


EXEMPLO 3. Utilizando a diferencial, calcule um valor aproximado para o acréscimo Ay 
que a fun?ào y = x 2 sofre quando se passa de x = 1 al + dx = 1,001. Calcule o erro. 

Solugào 

A diferencial de y - x 2 , em x, é: 

dy = 2 xdx. O + 

Emx = 1 

dy = 2dx. 

Como dx = 0,001, resulta que 

dy = 0,002 

é um valor aproximado para o acréscimo 

Ay = (1,001) 2 - l 2 . 

0 erro que se comete na aproxima^ào Ay s= dy é igual a 0,000001. Observe que 
1 + dy = 1,002 é um valor aproximado para (1,001) 2 , com erro igual a IO -6 . ■ 



Consideremos a fun^ào y = ~Jx . 
Primeiro vamos calcular dy para 
jc — 1 e dx = 0,01. 

Temos: 


Emx = 1, 


dy 


1 

2 Vx 


dx. 



dy=-dx. 

Portanto, dy — ~~ = 0,005 para dx = 0,01. Assim, 1 + dy = 1,005 é um valor aproxima¬ 
do (por excesso) de VUOI. Como 1,004 éum valor aproximado por falta (( 1,004) 2 < 1,01) 
segue que 

Vuoi = 1,005 

com erro, em mòdulo, inferior a 0,001. ■ 
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Exereidos 7.14 


pela definito de derivada, 


1. Caicule a diferencial. 

a) _y - x 3 
c)y = 


x + 1 


b) v = x l - 2x 
d)y = \jx 


2. Seja A = l 2 , l > 0. 


a) Calcale a diferencial. 

b) Interprete geometricamente o erro que se comete na aproximagào de AA por dA. (Olhe f 
A - r corno a formula para o calculo da àrea do quadrado de lado /.) 

3. Seja V — — ur 3 , r > 0. 

3 

a) Calcule a diferencial. 

b) Interprete geometricamente dV. (Lembre-se que Vé o volume da esfera de raio r e que 4u 
é a àrea da superficie esférica de raio r.) 

4. Seja y = x 2 + 3x. 

a) Calcule a diferencial. 

b) Calcule o erro que se comete na aproximagào de A y por dy. Interprete graficamente. 


7.15. Velocidade e Aceleracào. Taxa de Variacào 

Suponhamos que urna partfcula se desloca sobre o eixo x com fun^ào de posipào x = f{t\ 
Isto significa dizer que a fungào/ fomece a cada instante a posilo ocupada pela partfculà 
na reta. A velocidade mèdia da partfcula entre os instantes / e t + A/ é definida pelo quoti! 

ente - on de A x=f(t + A t) ^/(t)éo deslocamento da partfcula entre c 

instantes t e t + At. A velocidade da partfcula no instante t é definida corno sendo a deriv 
da (caso exista) de /e m t, isto é: 


v«-f-m 


Assim, pela definigào de derivada, 


v(»)= lim /o + A0 - /<Q 
àt ->Q A t 

A aceleracào no instante t e definida corno sendo a derivada em t da fungào v — v (0* J 

. N dv d 2 x 
a(t) ~ 

dt dt 2 


a {t) = lim 
Ar->0 


v(t + A t) - v(f) 
A / 


v{t 4- A?) - v>(/) , _ 

0 quociente — . . .e a aceleragao media entre os instantes tet + At. 

EXEMPLO 1. Urna partfcula move-se sobre o eixo x de modo que no instante t a posigào 
x é dada por x = r, t ss 0, onde x é dado em metros efem segundos. 

a ) Determine as posigòes ocupadas pela partfcula nos instantes t = 0, t = 1 e t = 2. 

b) Qual a velocidade no instante /? 

c ) Qual a aceleragao no instante tl 

J) Esboce o gràfico da fungào de posigào. 

Soluto 

a) 


r 

X 

0 

0 

1 

1 

2 

4 

JL 

9 


t ~ 0 t = 1 


t =2 


b) — = 2 1. A velocidade no instante tév (t) = 2t (m/s). 
dt 

. d 2 x dv „ 

c) —= — = 2. A aceleragao no instante t e 
dt 2 dt 


a (0 = 2 (m/s 2 ) 


A aceleragao é constante e igual a 2. 



EXEMPLO 2. Urna partfcula move-se sobre o eixo x de modo que no instante t a posigào 
xi dada por x = cos 3/, / 5= 0. Suponha x dado em metros e t em segundos. 

a) Determine as posigòes ocupadas pela partfcula nos instantes t = 0, t = —, t = —, 

, _ 77 277 

f - — et = —. 

2 3 
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b ) Qual a velocidade no instante f? 

c) Qual a acelera 9 ào no instante r? 

d) Esboce o gràfico da fun^ào de posilo. 

Solugào 

a) I t \ x \ 


t 

X 

0 

1 

7t/6 

0 

w/3 

-1 

»r/2 

0 

2tt/3 

J 


„ A partfcula executa um movimento de “vaivém” entre as posi^òes —lei. 

b) ~ = -3 sen 3 1 ou v (r) — —3 sen 3 1 (m/s). 
dt 

d 2 x <2 

c) ~^ 2 ~ = “9 cos 3 1 ou a (r) = —9 cos 3/ (m/s ). 

Observe que aacelera 9 ào é proporcional à pos^ào, com coefìciente de proporcionalidade 
d^x 

-9, istoé, —= —9x. 
dt 1 



EXEMPLO 3. Um ponto move-se ao longo do gràfico de y = x 2 + 1 de tal modo que a sua 
abscissa x varia a urna velocidade constante de 3 (cm/s). Qual é, quando x = 4 (cm), a ve¬ 
locidade da ordenada yl 

Soluqào 

Fa 9 amos, por um momento, * = g (t) e seja t 0 o instante em que x = 4, isto é, g (r 0 ) = 4. 

n mio co nnor ontòn ó o ualnm/lofjo A . __• ^ I 


O que se quer entào é a velocidade da abscissa y no instante r 0 , ou seja, 
Como y — x +1, pela regra da cadeia, 

dy _ dy dx _ ^ dx 
dt dx dt dt 


dt |/ = f 0 - 
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— = 3, — = 6x. Como x = 4 para t = t n , resulta 


dt\ t = t o 


: 24 (cm/s). 


Deste modo, para x = 4, a velocidade da ordenada >> sera 24 (cm/s). 

Seja a fungao y = f(x). A razào ^ ^ + ^ ^ — é a taxa media de varialo de f 

entre x e x + Ax. A derivada de/, em x, é também denominada taxa de variando de/, emx. 
dy 

Referir-nos-emos a — corno a taxa de variando de y em relagào a x. 

Seja A y =f(x + Ax) — /(x); para Ax suficientemente pequeno 

Ay =/'(x) Ax. 

Assim, para Ax suficientemente pequeno, a variando A y em y é aproximadamente f ' (x) 
vezes a variando Ax emx. ■ 

EXEMPLO 4. O raio r de urna esfera està variando, com o tempo, a urna taxa constante de 
5 (m/s). Com que taxa estarà variando o volume da esfera no instante em que r = 2 (m)? 

Soluqào 

Seja tn o instante em que r = 2. Queremos calcular . Sabemos que V = — Tir 3 . 

j , . dt t — frj 3 

Pela regra da cadeia u 

dV_ = dy_& 

dt dr dt 

n dV 2 & c , 

Como — = 477r z e — =5, resulta 
dr dt 


- = 207JT 2 . 


Para t = r 0 , r ~ 2; logo, 


rfr [f = f 0 


= 807t (m 3 /s). No instante em que r = 2, o volume 


estarà variando a urna taxa de 80 7r (m 3 /s). a 

EXEMPLO 5. Um ponto P move-se sobre a elipse 4x 2 + y 2 = 1. Sabe-se que as coordena- 
das x (t) e y(t) de P sào fun 9 òes definidas e derivàveis num intervalo 1. Verifique que 

dy _ _4x dx 
dt y dt 


em lodo t E I, com >> (r) =£ 0. 
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Solugào 


A [4x 2 + 2 ]= d (l) 

dt di 


„ d .. 2 X d 2x dx dx d . y. d , dy „ dy 

Como — (4x ) = — (4* z ) — = 8x — e — 0’ ) = — (/) -f = 2>* -f, 

dt dx dt dt dt dy dt dt 


e, portanto. 


em todo t G 7, com (/) ^ 0. 


_ dx ^ dy 
8* — + 2v -2- = 0 
(ir dt 


dy _ _ 4x dx 
dt y dt 


EXEMPLO 6. A fungào x = /(t), t E I,é derivàvel até a2. a ordem no intervalo aberto It 
seu gràfico tem o seguinte aspecto 


O que é mais razoàvel esperar que ocorra:/"(t) < 0 em I ou f"(t) 3* 0 em /? 

Solugào 

Vamos pensar cinematicamente. A medida que o tempo aumenta, a partfcula, em in- 
tervalos de tempos iguais, percorre espa?os cada vez maiores, o que significa que a velo- ' 
cidade està aumentando, logo, é razoàvel esperar que a acelerafào seja positiva em I, ou seja, 
f’(f) S* 0 em /. 
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faercicios 7.15 ...... — 

1. Urna partfcula desloca-se sobre o eixo x com fun^ào de posi^ào x = 3 + 2t — t 2 , t 3= 0. 

a) Qual a velocidade no instante /? 

b) Qual a acelera 9 ao no instante tl 

c) Estude a varia 9 ào do sinai de v (t). 

d) Esboce o gràfico da fun 9 ào de posigào. 

2. Urna partfcula desloca-se sobre o eixo x com funfào de pos^ào x — — t + 1, t Ss 0. 

a) Determine a velocidade no instante t. 

b) Qual a acelera 9 ào no instante fi 

c) Esboce o gràfico da fun 9 ào de posigao. 

3 . A posÌ 9 ào de urna partfcula que se desloca ao longo do eixo x depende do tempo de acordo 
com a equa 9 ào x = —t 3 + 3t , t ss 0. 

a ) Estude o sinai de v ( t ). 

b) Estude o sinai de a (/). 

c) Calcule lim (-t 3 + 3 1 2 ). 

f->+0C 

S 1 

d) Esboce o gràfico da fungào x = —r + 3r, t > 0 


dx d^x 

4. Seja x-f (t), t 3* 0, tal que/(0) = 1, — > 0 e —— 
deve ser o gràfico de/? Por què? 


• 0 para t 3 0. Como voce acha que 


5. A fun 9 §o x — f (t), t S 7, é derivàvel até a 2® ordem no intervalo aberto I e seu gràfico tem o 
seguinte aspecto 



O que é mais razoàvel esperar que ocorra:/"(f) « 0 ou f’(t) > 0 em il Por què? 

6. Seja x ~f(t), t 3= 0, tal que f(0) = 1 e/(l) = 2. Suponha, ainda, que — > 0 para f 3* 0; 

9 9 dt 

d^x dPx 

—y < 0 para 0 < t < le > 0 para t > 1. Como voce acha que deve ser o gràfico de/? 
Por què? 


7. Seja/ (t) = t 3 + 3r. 


a) Estude o sinai de/'(?). 

b) Estude o sinai de/"(t). 

c ) Calcule lim (r 3 + 3r 2 ) e lim (f 3 + 3t 2 ). 

d) Utilizando as informa 9 Òes acima, esboce o gràfico de/. 
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I 


8 . Seja f(t) = 


a) Estude o sinai de/'(/)• 

b) Estude o sinai de/"(?). 


c) Calcule lim 


t 2 + 4 r->+3o t 2 + 4 

d) Utilizando as informagòes acima, esboce o gràfico de/ 


9. A posifào de urna particula que se desloca ao longo do eixo * varia com o tempo segundo a 


equa 9 ào x -~ (1 — é? kl ), t s 0, onde v Q ek sào constantes estritamente positivas. 


a) Qual a velocidade no instante tl 

b) Com argumentos fisicos, justifique a afirmafào: “a funfào è estritamente crescente”. 

c ) Qual a acelerafao no instante /? 

d) Com argumentos fisicos, justifique a afirmafào: “o gràfico da funfào tem a concavidade 
voltada para baixo”. 


e) Calcule lim — ( 1 — e kt ). 
t —> +<* k 


f) Esboce o gràfico da fumjào. 


10. A equafào do movimento de urna particula que se desloca ao longo do eixo x é x = e~ l sen t 

! Sì 0. 


a) Determine a velocidade e a acelerafao no instante t. 

b) Calcule lim e 1 sen t. 


c) Esboce o gràfico da fun§ào. 

d ) Interprete tal movimento. 


11. Um ponto P move-se sobre a paràbola y = 3x 2 - 2x. Suponha que as coordenadas x(t)ey ( t ) 


de P sào derivàveis e que — ¥= 0. Pergunta-se: em que ponto da paràbola a velocidade da 
ordenada y de P é o triplo da velocidade da abscissa x de P? 


12. Um ponto P move-se ao longo do gràfico de y -=- de tal modo que a sua abscissa x 

x 2 + 1 


varia a urna velocidade constante de 5 (m/s). Qual a velocidade deyno instante em que* = 10 m? 


13. Um ponto desloca-se sobre a hipérbole xy - 4 de tal modo que a velocidade de y é — = 0, 


/3 constante. Mostre que a acelerafao da abscissa * é ^ *3 


14. Um ponto move-se ao longo da elipse x 2 + 4y 2 ~ 1. A abscissa * està variando a urna veloci¬ 


dade — sen 4/. Mostre que 
dt 


d 2 y _ sen 2 4 1 + 16xy 2 cos 4 1 


15. Um ponto move-se sobre a semicircunferència* 2 + > 2 = 5, y & 0. Suponha — > 0. Deter¬ 
mine o ponto da curva em que a velocidade de >' seja o dobro da de x. ^ 


■ 
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16. Urna escada de 8 m està encostada em urna parede. Se a extremidade inferior da escada 
for afastada do pé da parede a urna velocidade constante de 2 (m/s), com que velocida¬ 
de a extremidade superi or estarà descendo no instante em que a inferior estiver a 3 m da parede? 

17. Suponha que os comprimentos dos segmentos AB e 0 B sejam, respectivamente, 5 cm e 3 cm. 
Suponha, ainda, que 6 esteja variando a urna taxa constante de — rad/s. Determine a velocida- 

'JT 2 

de de A, quando 6 = — rad. 


1 



18. Enche-se um reservatório, cuja forma é a de um cone circular reto, de àgua a urna taxa de 0,1 
m 3 /s. O vèrtice està a 15 m do topo e o raio do topo é de 10 m. Com que velocidade o nivel h 
da àgua està subindo no instante em que h = 5 m. 



19. O ponto P = (*, y) està fixo à roda de raio 1 m, que rola, sem escorregamento, sobre o eixo*. 
O àngulo 0 està variando a urna taxa constante de 1 rad/s. Expresse as velocidades da abscissa 
e da ordenada de P em funfào de 6. 



20. Um ponto P move-se sobre a paràbola y 2 = *, * > 0 e y > 0. A abscissa * està variando com 
urna acelerafào que, em cada instante, é o dobro do quadrado da velocidade da ordenada y. 
Mostre que a ordenada està variando com acelerafào nula. 

21. Dois pontos P e Q deslocam-se, respectivamente, nos eixos * e y de modo que a soma das 
distàncias dePa/fedePag mantém-se constante e igual a e durante o movimento, onde 
R = (0, h ) é um ponto fixo. (Veja figura.) 
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Relacione a velocidade — de Q com a velocidade — de P. 

dt dt 


7.16. Problemas Envolvendo Reta Tangente e Reta 
Normal ao Grafico de uma FuNgÀo 

Seja/uma fui^ào derivàvel era p. Jà vimos que, por definito, f'(p) é o coeficiente an- 
gular da reta tangente ao gràfico de /no ponto de abscissa p e que 

J ~f(P ) =/'(p) (x~p) 
é a equagào da reta tangente em (p,f(p )). 

A reta que passa por ( pjip )), e que é perpendicular à reta tangente acima, denomina-se 
reta normal ao gràfico de/em ipj(p)). S ef(p) + 0, a equa 9 ào da reta normal no ponto de 
abscissa p serà 

y ~f(P) = ~ P)- 

f(P ) 

Lembrete. Voce aprendeu na geometria analitica que, se y = mx + n e y = m } x + sào 
retas perpendiculares, entào os seus coeficientes angulares satisfazem a relaqào 

«imi = — 1 ou mj = — —. 

m 

Assim, corno/'(p) é o coeficiente angular da reta tangente em (p,f(p)), a reta normal, 

neste ponto, terà coeficiente angular - —j—, desde que/'(p) + 0. Se/'(p) = 0, a equagao 
da reta normal em (p,f(p )) serà x — p/ P 
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gXEMPLO 1. Seja/(jc) = x 2 - x. Determine as equa^òes das retas tangente e normal no 
ponto de abscissa 0. 

Solugào 

Reta tangente no ponto de abscissa 0: 

>’-/( 0 )=/'( 0 )(*- 0 ) 

7(0) = o 

/'(*) = 2x-l =* /'(0) = -l. 

Substituindo na equa^ào acima vem 

_y — 0 = -1 (x - 0) ou y = -x. 

Assim, y = -x é a equaqào da reta tangente ao gràfico de/no ponto de abscissa 0. 

Reta normal no ponto de abscissa 0: 




EXEMPLO 2. Seja f(x) = 2x + 1. Determine a equatjào da reta tangente ao gràfico de/no 
ponto de abscissa 3. 

Solugao 

A equa 9 ào da reta tangente em (3,/(3)) é: 

y /(3) = / ' (3) (x — 3) 


I / (3) = 7 

l/'Ot) = 2 ==> /'(3) = 2. 


Assim, y - 7 = 2 (* - 3) ou y ** 2x + 1, éa equa 9 ao da reta tangente em (3,/(3)). 
Observe que a reta tangente ao gràfico de/em (3,/(3)) coincide com o gràfico de/ ! ! 


Observagào. A nossa definÌ 9 ào de reta tangente nào exige que a reta tangente “toque” a 
curva num ùnico ponto. ■ 


EXEMPLO 3 .ré uma reta que passa por ( 1, -1) e é tangente ao gràfico de f(x) = x 3 - x. 
Determine r. 






■ 
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Soluqào 


Supondo que r seja tangente ao grafico de/em (pj(p )), a equagào de r sera 


J ~f(p) =f'(p)(x~p) 


f(p) = P 3 ~P 
f'(p) = 3p 2 - 1 


e, portanto, y p + p (3 p 1)(* p). O problema, agora, consiste em achar p. Co 

r passa por (1, -1) ( observe: x = 1 => y - -1) 

-1 - p 3 + p = (3p 2 - 1)(1 ~p) 


2 p 3 ~3p 2 = 0 
3 

e, assim, p — 0 ou p — —. Portanto, a equagào de r sera 

W(0 )=/'(0)(*-0)ouy-/(!)=/' 

ou seja, 

23 27 

y = ou y = —x — —. 

4 4 

Pelo ponto (1,-1) passam duas retas que sào tangentes ao gràfico de/. 



EXEMPLO 4. Determine a equa?ào da reta tangente ao gràfico de f(x) = x 2 + 3x e para- 
lela à reta y = 2x + 3. 

Soluqào 

Supondo que a reta procurada seja tangente ao gràfico de/no ponto de abscissa p, sua 
equa?ào sera 


y ~f(p) =f’(p) (■* ~ p). 
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Pela condilo de paralelismo, devemos ter 


f’ip) = 2 ou 2p + 3 = 2 


e portanto, p = — —. A equa^ào da reta pedida serà entào 


y-f\- 2 =r 


2) V 2 


v + i. 2 rx + i 

4 l 2 


Exerdcios 7.16 


y=2x- -. 
7 4 


1. Determine as equagòes das retas tangente e normal ao gràfico da fun^ào dada, no ponto dado. 

a) f(x) - x 2 - 3x, no ponto de abscissa 0 

b) f(x) — 3jx, no ponto de abscissa 8 

c ) g (at) — —y, no ponto de abscissa 1 


d) g (jc) = x + —, no ponto de abscissa 1 


2. Seja / (jc) = x L . Determine a equaijào da reta que é tangente ao gràfico de /e paralela à reta 

y = —x + 3. 

2 

3. Sabe-se que r é urna reta tangente ao gràfico de/( x) — x 3 + 3x e paralela à reta y = 6x — 1. 
Determine r. 

4. Determine a equagào da reta que é perpendicular à reta 2y + x = 3 e tangente ao gràfico de 
f(x) = x 2 - 3jc. 

5. Sabe-se que r é urna reta perpendicular à reta 3x + y = 3 e tangente ao gràfico dcf(x) = jr 3 . 
Determine r. 

6 . A reta s passa pelo ponto (3, 0) e é normal ao gràfico de/(x) — x 2 no ponto (a, b). 


a) Determine (a, b). 


b) Determine a equagào de s. 


7. Sabe-se que r é urna reta que passa pela origem e que é tangente ao gràfico de/ (jc) = jc 3 + 2x 2 — 3x. 
Determine r. 
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8. Determine todos os pontos (a , b) sobre a curva y = x 4 + 2x 3 - 2x + 8x + 12 tais que a reta 
tangente em (a, b) seja paralela à reta 8x - y + v = 0. 

9. Determine todos os pontos (a, b ) sobre o gràfico da fun?ào dada porv = 4x 3 + x 2 ~ 4x ~ \ 
tais que a reta tangente em ( a , b) seja paralela ao eixo x. 

10. Sabe-se que r é urna reta que passa pelo ponto (0, 2) e que é tangente ao gràfico de f(x) = x 3 
Determine r. 

11. Determine a equa?ào de urna reta, nào vertical, que passa pelo ponto j 0, — ] e que seja nor- 

mal ao gràfico de y = x 3 . \ 3/ .1 

12. Determine todos os pontos (a, b) de tais que por (a, b ) passem duas retas tangentes ao grà¬ 
fico de/ (.t) — x l . 

13. Sejam/t e B os pontos em que o gràfico de/(x) = x 2 - ax, a reai, intercepta o eixo x. Deter¬ 
mine a para que as retas tangentes ao gràfico de/ em A e em B, sejam perpendiculares. 

14. Determine /3 para que y = / 3x - 2 seja tangente ao gràfico de/(x) = x 3 - 4x. 

15. Sabe-se que r é urna reta tangente aos gràficos de f(x) = -x e de g (x) = — + x. Determine r. 

2 


7.17. Exercicios do Capitulo 

1. Calcule, pela definito, a derivada da fun?ào dada, no ponto dado. 


a)f(x) = -- emp — 2 

x + 1 

c ) y — sen ttx em p — 1 


b) g (x) = v' 2 * + 1 em p = 0 
d)f(x) = e* 2 emp = 0 


e) g (oc) = 


x J/z sen se x =£ 0 
x z 


se x = 0 


em p = 0 f) g (x) = ^lx 2 + jc emp = 1 


g)y = cosx emp = 0 h) y = ^'l + 4x emp = 1 

0 y-/emp= 1 (Sugestào. Veja Exemplo 3-6.3.) 

2. Calcule a derivada 


a)y= V 1 + Và 
c) y — x 5 x2 


e)y = In 


j 1 + sen x 

I- 

! 1 - sen jc 


b) y = In (3x + ■yjl + 9;c 2 ) 
d) y = (2 4- sen jc/ 

f)x~ e^ sen 3f 


S) , = , v - +T 


u\ x 2 +1 
A>) ' 
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(t 2 + l) 2 


jim - 

x 2 + 4 


l)y = In 


1 + tgy 

. x 
l"tg- 


n) y - e ; 


p) y = ln 


/I - jc + J 1 + -V 


2 3r _ 2 “3f 
r) 5 ~ ~ 2 ? t ~+ 2 ~ 3 ' 
t) y = e~ 3x (cos 3x - sen 3x) 


m) g (x) = 


1 2 

o) y = — tg x + In cos x 


2(4 + 3 ìfx) (2~ìjx)2 


*)/(*) = In -- r 

1 + sen vx 

| 9 

m) y = — cotg 5x + In sen 5x 


3. Expresse — em termos de x e de y, onde y = y (x) é urna fun^ào derivàvel, dada 
dx 


implicitamente pela equa^ào dada. 
a) y 3 + sen xy = 1 

c) /+ x= y 


b) e 3 ’ + Jty = x 

d) x cos y + y cos x = 2 


4. Seja y = / (x) definida e derivàvel num intervalo contendo 1 e suponha que / seja 
dada implicitamente pela equa 9 àoy 3 + x 2 y = 130. Determine as equagòes das retas 
tangente e normal ao gràfico de/, no ponto de abscissa 1. 

5. Determine urna reta que seja paralela a x + y = le que seja tangente à curva 
x 2 + xy + y 2 = 3. 

6. Determine urna reta que seja tangente à elipse x 2 + 2y 2 = 9 e que intercepta o eixo 

9 

y no ponto de ordenada —. 

7. Mostre que a reta — + — = 2 é tangente à curva — + — = 2 no ponto 

*0 yo V *0 ) V >’0 ) 

(* 0 > >’o)- 

8. Determine urna reta paralela a x + y = le tangente à curva y* + xy + x =0 em um 
ponto (x 0 , >’o), com x 0 < 0 e y 0 < 0. 

9. Os lados x e y de um retangulo estào variando a taxas constantes de 0,2 m/s e 0,1 m/s, 
respectivamente. A que taxa estarà variando a àrea do retangulo no instante em que 
x = 1 m e y = 2 m? 

10. A altura beo raio r da base de um cone circular reto estào variando a taxas constantes 
de 0,1 m/s e 0,3 m/s, respectivamente. A que taxa estarà variando o volume do cone 
no instante em que h — 0,5 m e r = 0,2 m? 
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11.0 volume V e o raio r da base de um cone circular reto estào variando a taxas coi 

tantes de 0,1 tt m /s e 0,2 m/s, respectivamente. Expresse — em termos de r e 
onde h é a altura do cone. ^ 

12. Num determinado instante, as arestas de um paralelepfpedo medem a, b, c (m) e, ne 
instante, estào variando com velocidades v a , v b e v f . (m/s), respectivamente. M 
tre que neste instante o volume do paralelepfpedo estarà variando a urna taxa 
v a bc + av b c + abv c (m 3 /s). 

13. O raio rea altura h de um cilindro circular reto estào variando de modo a man' 
constante o volume V. Num determinado instante h = 3 cm e r = lcme, neste ins 
a altura està variando a urna taxa de 0,2 cm/s. A que taxa estarà variando o raio neste i 
tante? 

14. Urna piscina tem 10 m de largura, 20 m de comprimente, 1 m de profundidade n 
extremidades e 3 m no meio, de modo que o fundo seja formado por dois planos i 
clinados. Despeja-se àgua na piscina a urna taxa de 0,3 m 3 /min. Seja h a altura 
agua em rela^ào a parte mais profunda. Com que velocidade h estarà variando no i 
tante em que h = 1 m? 



15. Num determinado instante 6 — ^ e està variando, neste instante, a urna taxa de 0,011 

radianos por segundo (veja figura). A que taxa estarà variando o àneulo a neste ins-! 
tante? ì 



16. Com relafào ao exercicio anterior, supondo — < a < ir. expresse — em termos : 

. . de 2 di 

de 6 e —. 
dt 

17. Considere as fun^oes dadas por y — ax 2 e y — —x 2 + 1. Determine a para que os 
gràficos se interceptem ortogonalmente. (Os gràficos se interceptam ortogonalmente j 
em (xq, }'q) se as retas tangentes <?os gràficos, neste ponto, forem perpendiculares.) i 

18. Determine a para que as circunferèncias x 2 + y 2 = 1 e (x - a ) 2 + y 2 - 1 se intercep- 
tem ortogonalmente. 

19. Mostre que, para todo a, as curvas y = ax 2 e x 2 + 2y 2 — 1 se interceptam ortogonal 
mente. 
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20. Suponha/: [R —> IR derivàvel e considere a fungào dada por}' = x 2 /(x 2 +1). 

a) Verifique que = 2x/(x 2 + 1) + 2x 3 /'(x 2 + 1) 

ax 


b) Expresse 


dx x = 1 


em termos de/(2) e/'(2) 


21. Seja 4> a fun?ào dada por <f> (x) = x 2 + 1. Calcule. 




b) (<^(0(x)))' 


22. Calcule (x)) sendo / dada por 


a) <f> (x) = sen x 

c) 4> (x) = In (x 2 + 1) 


b) (j)(x) = - 
x r 

d)(f>(x)= 


23. Para cada do exerefeio anterior, calcule (<£ (</> (x)))'. 

24. Dé exemplos de fun§òes <£que satisfazem a condifào <p' (</> (x)) = (<f> (<f> (x)))', para 
todo x no dominio de <f>, 

25. Considere urna partfcula que se desloca sobre o eixo x com fun 9 ào de posi?ào x = cos 3r. 

a ) Verifique que a acelera?ào é proporcional à posigào. 

b) Calcule a acelera^ào no instante em que a partfcula se encontra na posilo x = —. 

26. Considere urna partfcula que se desloca sobre o eixo x com fungào de posiqào 


a) Verifique que a acelera?ào é proporcional ao cubo da posigào. 

b) Qual a acelera 9 ào no instante em que a partfcula se encontra na posÌ 9 àox = 3/7 ? 

27. Seja derivàvel até a 2. a ordem e seja h dada por h{t) = f (cos 3 1). 

a) Expresse h"(f) em termos de t,f '(cos 3f) e de/"(cos 3 1). 

b) Calcule h" f— ] admitindo que/' f—ì = 4 e/" f—ì = 3. 


28. Suponha que y = y (t) seja urna fu^ào derivàvel tal que para todo t no seu dominio 


^ = o- 2 . 
dt 3 


d^y 

a) Expresse — f- em termos de t e de y. 
dt 1 


b) Calcule 


dt 2 / = 1 


_ supondo que y (1) = 1. 
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29. Seja y = , (*> definida e derivai num in.ervalo / e tal que, para .odo * em /, 
—- x +• sen v. 

dx \ 

d^v I 

a) Expresse em termos de x e de 1 

b) Calcule # admitindo que y (0) = 

30. Seja/: R -, R derivàvel até a 2.* ordem e tal que, para rodo* 

/" (x) + 4 f(x) — 0. 

Mostre que, para todo x, 
d 

— [/'(*) sen 2x - 2 cos 2x/(x) ] = 0. 

31. Sejam/: R - R denvdvel a.é a 2,‘ordem e * dada por h (,> = /m Venf.que 
que, para todo x, h"(x) = /"(/«) (TM) 2 + /'(/«)/”(*). 

32. Considere o polinòmio 

P « = -4 0 + A, Cr - *„) + 4 2 (* - JQ ) 2 + a 3 (* - r*,) 3 
onde d 0 ,.4 l ,A 2 ,d 3 e. <0 sào ndmeros reais fixos. Mostre que 

P{x) = p ( *o> + P '(■*„) c* - *0) + Oìa> (I _ ^2 + PZ_M (x _ ^ 

33. Considere o polinòmio P (x) = x + „ v 2 . „ 3 , 

fixos. Seja x 0 um rea] dado. 0 1 2 a 3 x ondea 0 ,a { , fl 2 ea 3 sào reais 

«) Mostre que existem constantes A 0 , A h A 2 eA 3 tais que 

P(X) =A 0 +A l (x- Xq) + A 2 (x- xtf + A 3 (x- a 0 ) 3 . 

(Sugestào: Faqaa = (x - x 0 ) + x 0 .) 
b) Conclua que 

© P(x) = P (a 0 ) + P ' (a 0 ) ( x — a 0 ) + ?-&> ( , - ^2 + P^o) ^ _ ^3 

(Di Z mos que © é 0 desenvolvimetuo de Taylor do polinòmio /> (x) em potóncias de 

34. Determino o desenvolvimento de Taylor de P (a) = a 3 + 2* + 3, em po.èncias de 
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35. Generalize o resultado do Exercicio 33. 

36. Determine o desenvolvimento de Taylor de P (x) = x 4 - 3x 2 + x + 1 em potencias de 


37. Sejam P (x) e Q (x) polinòmios tais que P (x 0 ) - 0, Q (x 0 ) = 0 e Q '(x 0 ) # 0. Mostre 
que 

lim rVL = l ± x *)" 
x->x 0 Q{x) Q'(xo) 

(Sugestào: Desenvolva P (x) e Q (or) em potencias de x - x 0 e simplifique.) 

38. Sejam P (jc) e Q (x) polinòmios tais que P (x 0 ) = P ' (x 0 ) = 0, Q (x 0 ) = Q ’(x 0 ) = 0 

e Q" (x 0 ) + 0. Mostre que lim ~~ = - P . Generalize. 

x^x 0 Q(x) Q (x 0 ) 

39. Utilizando os Exercfcios 37 e 38, calcule. 


x*00 r 3 _ r 2 _ r _i_ 1 

a) lim - ~ - b) lim - x —1 

X -*1 x yy - x * -> 1 jc 0 - 9jc 2 + 8x 

c) lim 4"- ‘ " 4> lim - £ZÌ_ 

x^-i x 20 + 3x + 2 x l x 8 - 6x 6 + 8x 5 - 3 jc 4 

40. Sejam/e g derivàveis emp e tais qu ef(p) = g(p) = 0. Supondo g '( p ) # 0, mostre 
que 

um m -m. 

41. Utilizando o Exercfcio 40, calcule. 


a) lim ÙOLUI 
x->0 x 2 + sen x 

X l/x + 1 

c) lim —¥-- 

jt —> I sen 7tx 

. e-- r2 + x - 1 

A - —> 0 e 4jc + x 5 — 1 


b) lim -- e ---- 

X ->1L 2 sen x + sen 6x - 2 


d) i im * ~ l ~ yX ~i~ sen 3x 
x 0 In (x 2 + x + 1) 


sen (sen t tx) 

x i 2 —4x — 3jx 2 


42. Seja/defìnida em R e derivàvel em p. Suponha/'(p) > 0. Prove que existe r > 0 tal 
que 

f(x)>f(p) em ]p,p + r[ 


f(*)<f(p) em ]p~r,p[. 
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■ 


(Sugestào: Lembre-se da definisco de derivada e utilize a conservalo do sinai.) 

43. Seja / definida e derivàvel emRe sejam aeb rafzes consecutivas de/. Mostre quei 

•/'<*) =£ 0. 

44. Suponha/derivàvel no intervalo I. Prove que se/for estritamente crescente em /, 
entào / ' (x) 3? 0 em I. 

45. Suponha/derivàvel em [a, b] e tal que/'(a) •/'(/?) < 0. Prove que existe p em ]a, ò[ 
tal que f(x) f(p ) para todo x em [a, b] ou/(x) 3*/(p) para todo x em [a, b]. Interprete; 
geometricamente. 

46. Suponha/derivàvel em [ a, b ] tal que/'(a) ■ f(b) > 0 e/(a) = f(b). Prove quei 
existemxj, x 2 E ]a, b[ tais que, para todo x em [a, b],f(x{) ^/(x) ^/(x 2 ). Interprete; 
geometricamente. 

47. Seja/: IR —» R urna funsao tal que quaisquer que sejamx e t jj 

Calcule/'(x). | 

48. Sejam/e g defìnidas em IR, com g continua em 0, e tais que, para todo x,/(x) = x g(x). j 

Mostre que/é derivàvel em 0. | 

49. Suponha/definida em IR, derivàvel em 0 e/(0) = 0. Prove que existe g definida era] 

IR, contìnua em 0, tal que /(x) = x g(x) para todo x. | 
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Funcóes Inversas 


8.1. Funcào Inversa 

Dizemos que urna fun^ào fé injetora se, quaisquer que sejam 5 e t no seu dominio, 

s±t=>f(s)4f(t). 

Observamos que se/for estritamente crescente ou estritamente decrescente, entào/sera 
injetora. 

Suponhamos, agora, que/seja injetora e que B = Im/ Assim, para cada x E B existe um 
ùnico >• E Df tal que f(y) = x. 



Podemos, entào, considerar a fun^ào g, definida em B, e dada por 

g (x) = y <=>/(y) = x. 

Tal funfào g denomina-se fungào inversa de/. 

Observe que a fumjào inversa y = g (x) é dada implicitamente pela equagào/Cy) = x. 
Se/for urna funcào que admite fungào inversa, entào diremos que/é urna fungào inver- 
stvel. Observe que se / for urna fungào inversivel, com inversa g, entào g também serà in- 
versivel, e sua inversa serà/. 

EXEMPLO 1. A fun£ào/(x) = x 2 , x 5* 0, é estritamente crescente em [ 0, +°° [, logo,/é 
inversivel. A sua inversa é a fungào g, definida em [ 0, +*> [ = Im/, e dada por 


g(*)=y <=>/G0 = x. 
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Para expressar y em fungaci de x procedemos assim: 

f(y) = x <=> v 2 = x <=> y = 4x (y,x£U+). 
A inversa de/<X> = x 1 , x 5* 0, é a fun?ào g ( x ) = V*, x > 0. 



Os gràficos de/e de g sao simétricos em relagào à reta y = x. u 

Observa^ào. Suponhamos que/admita inversa g. Temos 

(a, b) G Gfts b = / (a) <=> a = g ( b ) <=> ( b , a) e G^ 

ou seja, 

(a, 4») £ Gf <=> (b, a) £ G^. 

Quando (a, è) descreve o gràfico de/, (ò, a) descreve o gràfico de g. Como (a, b ) e ( b , a) 
sao simétricos em rela^ào à reta y = x, resulta que os gràficos de/e de g sào simétricos em 
rela$ào à reta >’ = x. 



EXEMPLO 2. A funsào f(x) = e x , x £ IR, é estritamente crescente, logo inversive!. Sua 
inversa é a fun^ào g (a:) = In x, x > 0, pois 


k 


In x = >' « e* = x 


(jcey reais, com x > 0). 
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crescente, portanto inversìvel, e sua imagem é o intervalo fechado [—1, J ]. A inversa de fé 
a fun^ào g (*) = are sen x (leia: arco-seno *), x £ [— 1, 1 ], dada por 


are sen jc = >■ <j=> sen >’ = jc 



J 7T 7T 

——, — , e estritamente 

crescente, portanto inversfvel, e sua imagem é IR. Sua inversa é a fun^ao g (x) = are tg x, x £ IR, 
dada por 

are tg * = >’<=> tg v = x 



onde x £ [R e y £ 
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4. Seja/ ama fungaci inversivel com inversa g. Mostre que 

a) f (g (*)) = x todo a: E D g b) g (f(x)) = a: para todo x E Df 

5 . Prove que a fungào/(x) — are sen x, x 6 [ — 1, 1 ], é continua. (Veja Exercfcio 12.) 

6 . Prove que a fungào /(x) = are tg x, x E IR, é continua. (Veja Exercfcio 12.) 

7 . Seja/dada por/(x) - x 3 . 

a ) Mostre que/é inversfvel e determine sua inversa g 

b ) Esboce os gràficos de/e de g 

8 . Qual a fungào inversa de/(x) — —? 

x 

9. Qual a fungào inversa de/(x) = * + * ? 

x - 1 

e x - e~ x 

10. Seja/(x) = ---. 

a) Mostre que fé inversfvel e determìne sua inversa g 

b) Esboce os gràficos de/e de g 

11. Seja /(x) = x + e x . Mostre que fé inversi'vel e esboce os gràficos de/e de sua inversa. 

12. Seja/urna fungào cujo dominio e imagem sào intervalos. Prove que se/for estritamente cres¬ 
cente (ou estritamente decrescente), entào/ sera continua. 

13. Seja/(x) = x + e x e seja g sua inversa. 

a) Prove que o dominio e a imagem de g sào intervalos. 

b) Prove que g é estritamente crescente. 

c) Prove que g é continua. (Sugestào: Utilize o Exercfcio 12.) 

14. Prove que, se/for definida, continua e injetora no intervalo /, entào /sera estritamente cres¬ 
cente ou estritamente decrescente. 


8.2. Derivada de Funcào Inversa 

Seja/urna fungào inversfvel, com inversa g\ assim, 

f(g W) = x para todo x £ D g . 

Segue que para todo x £ D g 


ou 


[f(g(x))V=x f 

[/<*(*))]'=!. 
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Se supusermos/e g diferenciàveis, podemos aplicar a regra da cadeia ao 1.° membro 
equa 9 ào acima: 

/'(*(*))*'(*) = 1 


g ' (*) = —- para todo x G D„ 

f’ig 00 ) 5 


que é a formula que nos permite calcular a derivada de g conhecendo-se a derivada de/. 
Observayao. Observe atentamente as nota 9 Òes 

/'(g(x))e[/(g(x))]': 

/' (g (x)) é o valor que a derivada de/assume em g (x), enquanto [f(g (x))J ' =f'(g(x))g' (x). 

O próximo teorema conta-nos que, se/for inversfvel e derivàvel e se sua inversa g for 
continua, entào g sera derivàvel em todo p de seu dominio em que/'(g (p)) ^ 0. 


Teorema. Seja/urna fun 9 ào inversive^ com fun 9 ào inversa g. Se/for derivàvel 
em q = g (p), com/' ( q ) A 0, e se g for continua em p, entào g serà derivàvel em p. 


Demonstragào 


g(x)-g(p) _ gjx)-gjp) _1_ 

x-p figix)) - figip)) f igix)) ~ figip)) ' X P - 

g(x) ~ gip) 

Fazendo u = g (x), pela continuidade de g em p, u —*■ q para x —» p. Entào, 


g(x) - gip) _ i; _ 1 

lim - — um /•/ v -77—r• 

x^p x-p u^q /PO ~ Jjq ) 


Como lim =f'(q) — f’(g (p)) f resulta 

u q u — q 


g'ip)= lim g(x) ~ g(p) = -i.. 

x^p x-p f'igip)) 


Portanto, g é derivàvel emp e g'(p) = —-■. 

f'igip)) 


Fungòes Inversa* 221 


gXEMPLO 1. (Derivada do arco-seno). A fungào are sen é continua e é a inversa de 
f(x) = sen x, x G -y, y j. Temos 

, 1 1 

© are sen x = -=- 

/'(are sen x) cos (are sen x) 

[ 77 77 ! _ 

~J> J J De 


[cos (are senx)] + [sen (are sen x)r =1 
x 

2 2 
[ cos (are sen x) ] = 1 - x 


e, portanto, cos (are sen x) = ^1 - x 2 , urna vez que are sen x ( 
em © resulta 


77 77 

- —, — . Substituindo 
2 2 



1 ^ ^ 

M 

'l - x 2 ' 


Outro processo para se obter a derivada de y = are sen x. Està fun 9 ào, corno sabemos, é 

77 77 

dada implicitamente pela equa 9 ào sen >’ = x, — — ^ >’ Temos, entao, 


-f - [sen y] = -^-[x]. 
dx dx 


Dai, [cos >'] — = 1 e, portanto, 
dx 


dy _ 1 _ 77 < 77 

dx cos ’ 2 ^ 2 ’ 


dy_ = _1_ 

àx J\ - x 2 


(Veja Exemplo 6 da Segào 7.13.) 
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Vejamos corno fica a formula de derivafao de funfào inversa na nota 9 ao de Leibniz. 
y ~ 8 (•*) a inversa da funfào dada por x = f (y) (observe que sendo g a inversa de/j te 
y = 8 (*) Ox = /(y)). Entào, 

it=„' (x) = _ 1 _L 

dx f'(g(x)) dx 


r 


dy _ 1 
dx ~dx 
dy 


dx f dx ì 

onde ~dy [d~ = deVe SCr calcu * a< *° em y = 8 (*)• 

Como exemplo, calculemos a derivada de are tg na notaio de Leibniz: 


>’ = are tg x « x — tg y, com x G IR e - — < y<—. 

2 2 


dy _ 1 _ 1 1 1 

dx dx_ sec 2 y i + tg 2 y 1 + x 2 ' 

dy 

EXEMPLO 2. Determine a derivada. 

2 

a) y = are sen x 

b) f(x) = x are tg 3x. 

Solugào 


, dy , 7 ? 1 

a) — = are sen' x ■ (x z )' = • 2x 

d * V *-^ 2 ) 2 

ou seja. 


d 2 -, 2x 

— [ are sen x ] = , 


Poderiamos, também, ter calculado — da seguinte forma- 

dx 


y = are sen u onde u = x 
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dv d r . du 1 

— — — [are sen u J • — = .— • 2x 

dx du dx h - u 2 


dx V ] - x 4 


b) Como f(x) = x are tg 3x vem: 


/' (x) = 1 • are tg 3x + x [are tg 3x1'. 


Mas, [are tg 3*]' = are tg' (3x) • (3x)' = 


1 + (3x) 2 


/' (jt) - are tg 3x + 


Observa^ào. A derivada de are tg 3x poderia, também, ter sido calculada da seguinte for- 


~ [are tg 3x] = — [are tg n] —, onde u = 3x; 
dx du dx 


[are tg 3x]' = — [are tg 3x] = -■ 3 : 


Exercicios 8.2 


1. Determine a derivada. 


a) y = x are tg x 
c) g (x) = are sen x* 
e) y = 3 are tg (2x + 3) 


b)f (x) — are sen 3x 
d) y = are tg x 2 
f) y = are sen e x 


g) y - e are sen 2x 


i)y = j?e mì * 2x 


are tg 4x 
x are tg x 


l) y = e 3x + In (are tg x) 


m) f(x) ■- 


e ■* are tg e x 
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Vejamos corno fica a fonnula de derivalo de fun^ào inversa na notagào de Leibniz. Seia 

y Z. 8 , •! a inversa da fun 9 ao dada por x=f(y) (observe que sendo g a inversa de/, temos- 
y — 8KX)<^x= f(y)). Entào, 

^ = g>( x) = _!_= J_ 

dx f'(g(x)) dx_ 


dy_ __ 1 
dx dx 
dy 


, dx f dx ^ 

0ndC dy I ~dy ~ * ^ I deve Ser calculado em y ~ g (x). 

Como exemplo, calculemos a derivada de are tg na nota 9 ào de Leibniz: 


y = are tg x <=> x = tg y, comx e U e < v < — 

2 2 ' 


dy _ 1 _ 1 _ 1 1 

dx dx sec 2 y 1 + tg 2 y ~ 7+ x 2 


EXEMPLO 2. Determine a derivada. 

a) y = are sen x 2 

b) f (x) = x are tg 3 x. 

Soluqào 


. dy ,77 1 

a) = are sen x l • (xrY = - . 2 x 

* -jl-(x 2 ) 2 

ou seja, 


/ [ are sen x 2 ] = 

* Vi - x 4 


Poderfamos, também, ter calculado — da seguirne forma- 

dx 


y — are sen u onde u = x 2 
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ou seja. 


dy d du 1 

— = — [are sen u ] • — — , • 2x 

dx du dx /i - u 2 


dy _ 2x 
dx 7'l - x 4 


b) Como f{x) = x are tg 3 jc vem: 


f'(x)~ 1 • are tg 3x + x [are tg 3jc]\ 


Mas, [are tg 3x]' m are tg' (3x) • (3*)' 


1 + ( 3x ) 2 


/'(*) = are tg 3x + 


Observa^ào. A derivada de are tg 3x poderia, também, ter sido calculada da seguinte for- 


~ [are tg 3x] = — [are tg u] —, onde u = 3x; 
dx du dx 


t 13 

[are tg 3x]' = — [are tg 3x] = -- T * 3 =- 

dx 1 + u z 1 + 9x z 


Exercfcios 8.2 


. Determine a derivada. 


a)y = x are tg x 
c ) g (jc) — are sen jr 3 
e) y = 3 are tg (2x + 3) 


b) f (x) — are sen 3x 
d)y = are tg x 2 
f) y = are sen e x 


g) y = e' x are sen 2x 


i ) y = fe WK '* lx 


are tg 4x 
x are tg x 


1) y — e + In (are tg jc) 


m) /( x) = - 


e x are tg e x 
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2. Seja/(x) = x + e x e seja g a inversa de/. Mostre que g é dcrivàvel e que g' (a:) — 
{Sugestào: VejaExerclcio 13-8.1.) 

3. Seja /(jr) = x + e x e seja g a fungào inversa de /. Calcule g'(l)eg"(l). 

4. Seja /(x) = x + In x, x > 0. 


1 4- <?£(*) ’ 


a) Mostre que/admite fungào inversa g, que g é derivàvel e que g '(x) — 

b) Esboce os gràficos de/e de g c ) Calcule g (1), g ' (1) e g "(1) 


1 + g(x) 


5. Seja f(x) = x + x . 

*a) Mostre que/admite fun^ào inversa g 

b ) Expresse g ’ (x) em termos de g (x) 

c) Calcule g ' (0) 

6. (Funqào arco-co-seno). A fungào/(x) = cos x, 0 x 7r, é inversfvel e sua inversa é a fungào 
g (x) = are cos x, — 1 < x < 1. 

a) Calcule are cos ' x 

b ) Esboce o gràfico de g 


7. (Fungào arco-secante). A fungào/(x) = sec x, 0 « x < — é inversivel e sua inversa é a fungào 


8 W = 

are sec x, x > 

1. Calcule are sec'x. 

Verifique que. 



x are tg x — 

1 7 “ 

— In (1 + x* - ) = are tg x 

2 


x 3 x~ + 2 r y 

-are sen x + —— /l — x~ =. 

3 9 v 

o —| 

dx 1 

[(x + 1) are tg m'x - Vx j - are tg V x 

d) ± 

1 1 
— — Qi*r* cpn 1 

' 2 - x VI _ 1 

d) dx 

aie oCIj 

2 \ 

v x V2 J_ jf ^ 2 + 4x 


d -J 27x z + 6x - 1 


- 3 are sen 


x 2 ^27x 2 + 6x — 1 


„ d j 2 ^ 1 2{3 — x) 1 

/)— - i— are tg j- _ —p— - =■ 

dx A 1 3 3(x — 2) x-\/5x — 6 — x 2 


g) — — x (9x 2 - 2) -w4 - 9x 2 + — are sen — = x 2 J4 - 9x 
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Estudo da Variaqào das 
Funqòes 

9.1. Teorema do Valor Mèdio (TVM) 

O objetivo desta segào é apresentar o enunciado de um dos teoremas mais importantes 
do càlcuio: o teorema do valor mèdio (TVM). A demonstragào é deixada para o Cap. 15. 

Teorema do valor mèdio (TVM). Se/for continua em [a, b] e derivàvel em ]a, b[, 
entào existirà pelo menos um c em ]a, b[ tal que 

® ~ ~ — =f W OU f(b) -/(a) =f (e) (b - a), 

b — a 

Geometricamente, este teorema conta-nos que se 5 é urna reta passando pelos pontos 
(a,f(a)) e (b,f(b)), entào existirà pelo menos um ponto (, c,f(c )), com a < c < b, tal que 

a reta tangente ao gràfico de/, neste ponto, é paratela à reta 5 . Como — ^ ~ é o 
coeficiente angular de s ef (c) o de T, — f( a \ - f ( c ) 







226 Um Curso de Càlculo — Voi. 1 


Vejamos, agora, urna interpretalo cinemàtica para o TVM. Suponhamos que x ~ f{t) 
seja a fun 9 ào de POSÌ 9 S 0 do movimento de urna particula sobre o eixo Ox. Assim, 

- sera a velocidade mèdia entre os instantes t — a e t = b. Pois bem, o TVM 
b - a 


conta-nos que se/for continua em [a, b] e derivàvel em 1 a, b[, entào tal velocidade mèdia 
sera igual à velocidade (instantànea) da particula em algum instante c entre a e b. 

As situa 9 òes que apresentamos a seguir mostram-nos que as hipóteses “/continua em 
[a, b ] e/derivàvel em ]a, b[” sào indispensàveis. 



/nào é derivàvel em p\ nào /nào é continua em [a, b\, nào 

existe c verificando ©. existe c verificando (T). 


Antes de passarmos à próxima se 9 ào vamos relembrar as seguintes definÌ 9 Òes. Sejam 
/urna fun 9 ào e A um subconjunto do dominio de/. Dizemos que/é estritamente crescen¬ 
te (estritamente decrescente ) em A se, quaisquer que sejam refem/t, 

« < t =>/(5) <f(t) (f(s) >/(f». 

Por outro lado, dizemos que/é crescente (decrescente) em A se, quaisquer que sejam s e 
t em A, 





9.2. Intervalos de Crescimento e de Decrescimento 

Como conseqiiència do TVM temos 0 seguirne teorema. 

Teorema. Seja/continua no intervalo /. 

a) Se/' (x) > 0 para todo x interior a I, entào/sera estritamente crescente em I. 

b) Se/' Oc) < 0 para todo x interior a I, entào/sera estritamente decrescente em I. 

Demonstraqào 

a) Precisamos provar que quaisquer que sejam s e t em /, s < t =>/(0 < f(t). Sejam, 
entào, set em I, com s < t. 
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Da hipótese, segue que/é continua em [s, f] e derivàvel em ]s, /[; pelo TVM existe 
x £ ]s> tal que 

f(t)~m=nx)(t-s). 

De/'( x ) > 0, pois x està no interior de /, e de t — 5 > 0 segue 
f(t)~f(s)> 0 ou f(s)<f(t). 

portanto, 

V s,tE I,s<t=*f(s)<f(t). 


b ) Fica corno exercicio. 

( 1 Observaqdo: x interior a 1 significa que x G /, mas x nào é extremidade de /.) 



f'(x ) > 0 em ]-<«, ^ [ e em]l, +<*[ 
f(x) < 0 em ]~, 1 [. 



(variafào do 
sinal de/') 


Como fé continua, segue do teorema anterior que 


/ é estritamente crescente em ]-*, i.] e em [ 1 , +°°[ 
/ é estritamente decrescente em [—, 1 ]. 
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Antesde esbc> 9 ar ogràficode/vamoscalcularoslimites de/para x—> + 00 ex—» —». 


2 i 2 

lim [x 3 - 2 x 2 + x + 2 ] = lim x 3 1 - — + = + 00 

*->+* *-»+<» |_ x x* x J _ 

lim [x 3 - 2x 2 + x + 2] = 


Gràfico de f 


X 

/(*) 

-1 

-2 

0 

2 

1 

2 

1 

58 

3 

27 



EXEMPLO 2. Seja/(x) = Estude/com rela^ào a crescimento e decrescimento. 

Esboce o gràfico. 

Solugào 


/' (x) = 


3x 2 + 2x - 1 
(l + 3x 2 ) 2 


Como (1 + 3x 2 ) 2 > 0 para todo x, o sinai de/ ' é o mesmo que o do numerador. 


9 1 

3x+2x - 1 = 0 <=> x = 1 ou x — - 


l 

3 


(varialo do 
sinai de / ') 
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fé estivamente crescente em ] — », — 1] e em —, +» 


fé estritamente decrescente em I — 1, — 


lim —— lira -T 
X~>+<* 1 + 3x 2 Jt->+3C 1 


^ +3C -y + 3 


X Z - X _ 1 

1 + 3x 2 3 ' 


Gràfico de f 


X 

f(x) 

i 

1 


2 

1 

1 

3 

6 

0 

0 

1 

0 



EXEMPLO 3. Determine os intervalos de crescimento e de decrescimento de 
x 2 

/(x) = —=-. Esboce o gràfico. 

x z — 1 

Solugào 

D f = {xG Rlx * ±1} = U - {-1, 1}. 


/' (x) = 


(X 2 - l ) 2 


/'(x)>0 em ]-»,-1[ e em ] — 1, 0[ 
/'(x) < 0 em 30 , 1 [ e em ]1, +»[. 


-1 


0 


1 
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L 




zsm 
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EXEMPLO 4. Suponha/" (x) > 0 em ]a, b[ e que existe c em la, h[ tal que/ ' (c) = 0. 
Prove que fé estritamente decrescente em ]a, e[ e estritamente crescente em le, b[. 

Soluqào 

f é estritamente crescente em ]a, b[, pois,/” (*) > 0 em ]a, b[. Assim, 

f f’(x) < f'(c ) =0 em Ja, e[ 

\f'(x)> f’(c) = 0 ernie, b[. 

Segue que 

(fé estritamente decrescente em ]a, c[ 

|/ é estritamente crescente em ]c, b[. 


r 


(/' (0 = 0 ) 


EXEMPLO 5. Prove que g (x) — + 30x 2 + 24x + 10 admite urna ùnica raiz reai a, 

com -3 < a < —2. 

Soluqào 

Vamos estudar g com relagào a crescimento e decrescimento. 

g' (x) = 24jc 2 + 60x + 24 

24x 2 + 60x + 24 = 0«r= —2 oli jc = — — 

2 



2 


/ \ / 
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( \\ 9 r r 

Como g —— = — > 0, g estritamente decrescente em —2, —— e estritamente 

v 2/ 2 2 _ 


crescente em y, + co ^ segue que g (x) > 0 para todo x s* -2. Por outro lado, corno 

lim g (x) = — 1 “ e g estritamente crescente em ]—°°, — 2 ], resulta que g admite urna uni- 
x -» -0° 

ca raiz neste intervalo. Tendo em vista que 5 (-3) = -8 e g (—2) > 0, segue que a ùnica 
raiz està contida no intervalo [-3,-2]. 





/* 



18 

/ 

,1 



/ 

9/2 

7 

-2 

_1 

2 



EXEMPLO 6. 

a) Mostre que, para todo x 3* 0, e x > x. 


b) Mostre que, para todo x 0, e x > —. 


c ) Conclua de (b) que lim — = + 30 . 

x —» +“ x 

Soluqao 

a) Consideremos a fun^ào/Oc) = e x — x. Temos 

/( 0 ) = 1 . 

Se provarmos que/é estritamente crescente em [0, +°°[, seguirà que, para x S* 0, 

e x - x 2 * 1>0 ou e x > x. 

Corno/’ (*) ~ e x - 1, parajc > 0 

f (*) > 0 

e, portanto, fé estritamente crescente em [ 0 , +°°[. 
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b) Seja g (x) = e x - -y. Temos 

g’(x) = e x -x. 

pelo item (a) g ' 00 > 0 para todo x5*0. Assim, g (xr) é estritamente crescente em [0, +°°[; 
corno g ( 0 ) = 1 , segue que para todo x 5= 0 

r 2 x 2 

e x - >0 ou e x > —, 

2 2 

c ) Pelo item (b), para todo x > 0 



* 2 


Como lim — = + 00 , resulta 
jc->+* 2 


lim — =+co. 

X -> +CC X 

Para x —> +<», e x tende a +<* mais rapidamente que x. ■ 

Vamos mostrar, a seguir, que, para x-* +°°, e x tende a +°° mais rapidamente que qual- 
quer potència de x. 

Seja a > 0 um reai dado. Observamos que 


e a 

lim - = lim 

x —» +cc x x —> +0= 


Temos, agora, 


e'- e u 

- = lim — = + 00 . 

x u +« au 

a- 

a 



Assim, 



Para x —» + 00 , e x tende a +oc mais rapidamente que qualquer potència de x. 
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EXEMPLO 7. Suponha g derivàvel no intervalo aberto / = ]p, q[, com g' (x) > 0 em /, e tal 
que lim g (x) = 0. Nestas condigòes, prove que, para todo x em /, tem-se g (x) > 0. 

x->p + 

Soluqào 

Consideremos a fungào G, definida em [p, q[ e dada por 


G(x) = 


_ j 8 (*) se x E ] p, q \ 


10 se x = p. 


Como g é derivàvel no intervalo aberto I, gé continua neste intervalo. Logo, G é, também, 
continua em /. Por outro lado 

lim G(x) = lim g(x) = 0 = G(0) 

X —> p x —> p + 

ou seja, G é continua em p = 0. Logo, G é continua em [p, q[. Para x E I, G '(x) = g ' (x) > 0. 
De G (p) — 0, segue G (x) > 0 para todo x E /, ou seja, g (x) > 0 para todo x E /. ■ 

Na Se$ào 9.4, vamos estabelecer as regras de L y Hospital, que sào feiramentas poderosas 

0 oo 

e que se aplicam ao càlculo de limites que apresentam indetermina^òes dos tipos — e —. 

0 oo 

Para demonstrar tais regras, vamos precisar dos dois exemplos que apresentaremos a se¬ 
guir. 

EXEMPLO 8. Sejam/e g duas fun?5es derivàveis no intervalo aberto I = ]p,q[, com g ' (x) > 0 
em /, e tais que 

lim /(x) = 0 e lim g(x) = 0. 
x —» p + x —» p' 

f ' (x) 

Suponha, ainda, que existam constantes a e (3 tais que, para todo x E /, a < - -< (3. 

g'(x) 

Nestas condigoes, mostre que, para todo x em I, tem-se, também, 

3. 

8(x) 

Solu^ào 

Pelo exemplo anterior, temos, para todo x E I, g (x) > 0. Por outro lado, para todo x em I, 
f'(xì 

« < ^7“ < P => ag ' (x) </' (x) < jSg ' (x). 

g(x) 

Segue que, para todo x em I, 


ag'(x)-f'(x)< 0 
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@ (3g'(x)-f(x)>0. 

De lim [ag (x) -/(x) ] = 0, lim [ 0 g (x) -/(x) 1 = 0, e de © e © segue 

x -> p + x p" 

ag (x) -/(x) <0 e (3g (x) -/(x) > 0 
para todo x em /. Logo, para todo x em I, 

a < Pii </3 , 

g(x) 

EXEMPLO 9. Sejam/e g derivàveis no intervalo aberto I = ]m, p[, com g ' (x) > 0 em 1, 
e tais que 

lim /(x) = +°o e lim g(x) = + oc . 

X —> p~ x -> p 

/'(x) 

Suponha, ainda, que existam constantes a e (3 tais que, para todo x em /, a < — -< f3. 

g (x) 

Nestas condifòes, mostre que existem constantes M, N e s, com s E ]m, p[, tais que, para 
todo x E ]s, p[, 

jL +a< m<e + JL. 

g(x) g(x) g(x) 


Soluqào 


De lim g (x) = + 00 segue que existe j E ]m, p[ tal que, para todo x E js, p[, tem-se 
x p~ 

g (x) > 0. Por outro lado, para todo x E /, tem-se 

<xg'(x)-f (x) < 0 
e 


fi g' (x) ~f (x) > 0 . 


Segue que, para todo x E ]s, p[, tem-se 

a g (x) - f(x) < a g (s) - f(s) 
e 

J 8 g (x) ~ f(x) > 13 g (s) - f(s ) 

Fazendo M — f(s) - a g (j), N = f(s) - (3 g (s) e lembrando que g (x) > 0 em I, resulta, 
para todo x E ]s, p[. 
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Exercicios 9.2 


1. Determine os intervalos de crescimento e de decrescimento e esboce o gràfico (calcule para 
isto todos os limites necessàrios). 


a)f{x) = x 3 - 3x 2 + 1 


c)f(x) = x + - 


b)f(x) = x J + 2x 2 + x + I 
d)y = x 2 + — 


e) y = x + — 


g)x= - T 

1 + t 2 

i)x = 2 - e~ { 


f)f(x) = 3x :> - 5x ó 

h)x= -2— 

1 + t 2 

j) y = e~ xl 


0 f{x) = e 2x - e x 


n)f(x) = 


x i - x l + 1 


m) g (t) = et 

v -, v 3x 2 + 4x 
o)f{x) = -■ 


p) g(x)-x e x 


r)f(x ) - — 

0/te)-^ 


<?)/(*) = -a: 4 + 4x 3 - 4 a: 2 + 2 

x 2 - jc + 1 
s) g (X) -- - 

2 Or - 1) 

k)ì(*)=ì - 


2. Prove que a equagào a: 3a: +6 — 0 admite urna unica raiz reai. Determine um intervalo de 

amplitude 1 que contenha tal raiz. 

3. Prove que a equagào x 2 + x 2 — 5x + 1 = 0 admite très raizes reais distintas. Localize tais rafzes. 


4. Determine a, para que a equagào 


x 3 + 3x 2 - 9x + a - 0 


admita urna unica raiz reai. 


5. Calcule. 


a) 

lim 

e* 

X 3 


X — > +t» 

c) 

lim 

1 

x ex 

e) 

x—»0 + 

lim 

In x 


X —» +00 

X 


b) lim — 
x —»+co e x 


d) lim x e x 
x —> 0 


f) Hm - 

x -> +oc In x 


6. Determine os intervalos de crescimento e de decrescimento e esboce o gràfico (para isto, cal¬ 
cule todos os limites necessàrios). 


a)f(x) = - T 


b)f(x) = xlnx 
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c) g (x) = 


d) g (x) = AT, x > 0 


I e x se r # 0 
0 se x = 0. 


a) Calcule/' (0), pela definigào 

b) Determine/' 

c ) Esboce o gràfico, calculando, para isto, todos os limites necessàrios 

8. Seja n 5= 2 um naturai dado. Prove que x” - 1 S* n (x - 1) para todo x 5* 1. 

(Sugestdo: Verifique que/(x) = [x n — 1] - n (x — 1) é estritamente crescente em [1, +“[.) 

9. Prove que, para todo x > 0, tem-se 


a) e x > x + 1 

10. Mostre que, para todo x > 0, tem-se 

x 2 

a) cos x > 1 — - 

2 

11. Mostre que, para todo x > 0, tem-se 

x 3 x 5 

a) sen x < x-H- 

3! 5! 


b)e> 1 + x + - 

2 


b ) sen x > x - — 
3! 


b) 0 < sen x — x-< — 

L 3! J 5! 

( Sugestdo: Utilize o item ( b ) do Exercicio 10 e o item (a) acima.) 
12. a) Mostre que, para todo x > 0, 

x 3 x 5 x 7 

x-+-— < sen x 

3! 5! 7! 

b) Mostre que, para todo x ^ 0, 



'x-~ + —1 

sen x - 

3! 5! j 


Generalize tal resultado. 

13. Suponha que/tenha derivada continua no intervalo I e que/ ' nunca se anula em /. Prove que 
fé estritamente crescente em I ou estritamente decrescente em I. 
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14. Seja/(x) = 2x — / x 2 + 3, x E R. 


a) Verifique que / ' é continua em IR 

b) Verifique que/ ' (x) t 0 em R 

c) Tendo em vista que/' (0) > 0, conclua que/é estritamente crescente 
(Sugestào: Veja Exercicio 13.) 

15. Seja/uma funfào tal que/"' (x) > 0 para todo x em ]a, b\. Suponha que existe c em }a, b[ tal 
que/" (c) = /'(c) = 0. Prove que/é estritamente crescente em ]a, è[. 

16. Suponha/derivàvel no intervalo aberto /. Prove que, se/for estritamente crescente em /, en- 
tao /' (x) & 0 para todo x em I. 

17. Suponha/derivàvel no intervalo I. A afirmagào: “/é estritamente crescente em / se, e somente 
se, / ' (x) > 0 em / ” é falsa ou verdadeira? Justifique. 

18. Suponha/derivàvel no intervalo I. Prove:/crescente em 7 <=>/' (x) s* 0 em I. 

{Lembrete: f se diz crescente em I se quaisquer que sejam 5 e t em /, s < t =>/0) «£/(f).) 

19. Sejam/, g duas fun?òes derivàveis em ]a, b[, tais que/' (x) < g' (x) Vxem ]a , è[. Supo¬ 
nha que exista c em ]a, b[, com f(c) = g (c). Prove que/(x) < g (x) para x > c e/(x) > g (x) 
para x < c. 



■ 

S 


I 


9.3. CONCAVIDADE E PONTOS DE INFLEXÀO 


Seja/derivàvel no intervalo aberto I e seja p um ponto de 1. A reta tangente em (p,f(p)) 
ao gràfico de/é 

y ~ f(p) =f (p)(x ~ P) ou y =/(P) +/' (P) (*-/>)• 

Deste modo, a reta tangente em (p,f(p )) é o gràfico da fungào T dada por 
T (x) = f(p) +/' (p) (x - p). 

Definito 1. Dizemos que/ tem a concavidade para cima no intervalo aberto / se 

/(x) > T (x) 


quaisquer que sejam x e /? em /, com x # p. 
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Definito 2. Dizemos que/tem a concavidade para baixo no intervalo aberto I se 

/(x) < /(x) 

quaisquer que sejam x e p em /, com x + p. 

Definito 3. Sejam / urna fun?ào epe Dp com/continua em p. Dizemos que p é 
ponto de inflexào de/se existirem numeros reais a e b, com p E. ]a, b[ C Dp tal que 
/tenha concavidades de nomes contràrios em ]a, p[ e em ]p, b[. 



p é ponto de inflexào de/ 
(ponto de inflexào obliquo) 



p é ponto de inflexào de/ 
(ponto de inflexào horizontal) 


Teorema. Seja/urna fun^ào que admite derivada até a 2. a ordem no intervalo aberto I. 

a) Se/'' (x) > 0 em /, entào/terà a concavidade para cima em I. 

b) Se/'' (x) < 0 em /, entào/terà a concavidade para baixo em I. 


Demonstraqào 


a) Seja p um reai qualquer em 7. Precisamos provar que, para todo x em l,x + p. 


f(x) > T(pc) 


onde T (x) = f(p) + /' (p) (x - p). 

Consideremos a fun 9 ào g (x) — /(x) — T (x), x G 7; vamos provar que g (x) > 0 para todo 
x em 7, x + p. 
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Como/" (x) > 0 em /, segue que/' é estritamente crescente em/. Entào, 

fg'(x) > 0 para x > p 
|g'(x) < 0 para x < p. 

Segue que g é estritamente decrescente em {x G / Ix </?} e estritamente crescente em 
{* G /1 x > p). Como g (p) = 0, resultado 

8 (x)> 0 

para todo x em /, x p. 


b) Fica a seu cargo. a 

_ * 2 

EXEMPLO 1. Seja/ (x) = e 2 . Estude/com relasào à concavidade e determine os pon- 
tos de inflexào. 


Soluqao 

f'(x)=-xe 2 . 


/" (x) = (x 2 - 1 ) e 2 . 


Como e 2 > o para todo x, o sinai de /" (jc) é o mesmo que o de x 2 - 1 



(varialo do 
sinai de/") 



(Concavidade 

de/) 


f/"(x)> 0 em ]— oc, — 1 [ e em ] 1 ,+oo[ 

\/"(jt )<0 em ] — 1 , 1 [ 

entào, 

// tem a concavidade para cima em ]—<», - 1 [ e em ] 1 , +oo[ 
\f tem a concavidade para baixo em ]— 1,1 [ 

Pontos de inflexào: —lei. 

EXEMPLO 2. Esboce o gràfico de/(x) = e 2 . 
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Soluqao 



-1 1 



Pontos de inflexào: —lei. 

lim e 2 _ o e 

x -> +» 


_xl 

lim e 2 = 0 . 



EXEMPLO 3. Seja/derivàvel até a 3. a ordem no intervalo aberto I e seja p E I. Suponha 
que/" (p) = 0,/'" (p) # 0 e que/'" seja continua em p. Prove que p é ponto de inflexào. 

Soluqao 

Para fixar o raciocmio, suponhamos/'" (p) > 0. Como/'" é continua em p, pela conser- 
va£ào do sinai, existe r > 0 (que pode ser tornado de modo que ] p - r, p + r [ esteja con¬ 
fido em 7) tal que: 

/ "' (x) > 0 em ] p - r, p + r [. 

Segue que/" é estritamente crescente em ] p — r, p + r [. Entào, 

[/"(/>) = 0 

[/" estritamente crescente em ]p - r, p + r[ 
implica 

[/"(*)< 0 em ]p-r, p[ 
l/"(x) >0 em ]p, p + r[ 
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logo, p é ponto de inflexao. 



EXEMPLO 4. Seja/derivàvel até a 2. a ordem no intervalo aberto I e seja p E I. Suponha 
/" continua em p. Prove que f" ip) - 0 é condigào necessària (mas nào suficiente) para/? 
ser ponto de inflexao de/. 

Solugào 

Se/” (p ) # 0, pela conservagao do sinai, existe r > 0 tal que/” (x) temo mesmo sinai 
que/” (p) em ] p - r, p + r [, logo p nào poderà ser ponto de inflexao. Fica provado, assim, 
que, se p for ponto de inflexao, deveremos ter necessariamente / ” (p) = 0. Para verificar 
que a condigào nào é suficiente, basta olhar para a fungào/(x) = jc 4 :/” ( 0 ) = 0 , mas 0 nào 
é ponto de inflexao. ■ 

Exercicios 9.3 ..... - - ... ... — 


1. Estude a fungao dada com relagào à concavidade e pontos de inflexao. 


a) /(a) = a^ — 3x 2 — 9x 

b)f(x) = 2a 3 - a 2 - 4x + 1 

c) /(a) = a e~ 2x 

d)x(t) = r 2 + - 
t 

e) g (a) - e~ x - e~ 2x 

A 2 

f)g(x)~ 2 

x l -2 

s) y ~ 2 

1 + A 

h)f(x) = l~e~ x 

„ , In a 

0/00 = - 

A 

D g 00 = ìjx 2 - A 3 

1 

j) /(a) = a 4 - 2a 3 + 2x 

A 3 

m) ' = l + x2 

«)/(A) =A e* 

o) / (a) = a In a 


k 
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2. Esboce o gràfico de cada urna das fungòes do exercfcio anterior. 

3 2 

3. Seja/( a) = ax + bx + ex + d, a 0. Prove que/admite um ùnico ponto de inflexao. 

4. Se p for ponto de inflexao de/e se / ' (p) = 0, entào diremos que p é ponto de inflexao 
horizontal de/. Cite urna condilo suficiente para que p seja ponto de inflexao horizontal 
de/. 

5. Se p for ponto de inflexao de/e se/ '(/?)# 0, entào diremos que p é ponto de inflexao obliquo 
de/. Cite urna condilo suficiente para que p seja ponto de inflexao obliquo de/. 

6. Sejam/umafungào derivàvel até a 5.* ordem no intervalo aberto Icp E I. Suponha/con¬ 
tinua em p. Prove que 

/" ip) =/'" ip) =/ (4) ip) = 0 e/ (5) (p) ± 0 
é urna condigào suficiente para p ser ponto de inflexao de/ Generalize tal resultado. 

7. Seja/derivàvel até a 2. a ordem em IR e tal que, para todo x, xf" (a) + /' (a) = 4. 

a) Mostre que/'' é continua em todo x ^ 0 

b) Mostre que/nào admite ponto de inflexao horizontal 

8. Seja/( a) = x 5 + bx 4 + ex 3 - 2x + 1. 

a) Que condigòes b e c devem satisfazer para que 1 seja ponto de inflexao de/? Justifique. 

b) Existem b e c que tomam 1 ponto de inflexao horizontal? Em caso afirmativo, determi- 
ne-os. 

9. Suponha que / " (a) > 0 em ] a, +oc [ e que existe x Q > a tal que / ' (x 0 ) > 0. Prove que 

lim /(*)=+<*. 
x —» +» 

10. Seja/defmida e derivàvel no intervalo aberto I, com 1 E I, tal que 
\f'(x) = x 2 + f 2 (a) para todo a em / 

l/d) = 1 

a) Mostre que, para todo a em /,/ " (a) existe e que/ " é continua em I 

b) Mostre que existe r > 0 tal que/ ' (a) > 0 e/" (a) > 0 em ] 1 - r, 1 + r[ 

c) Esboce o gràfico de j = /(a), a E ] 1 - r, 1 + r[ 

11. Seja/defmida e derivàvel no intervalo ]- r, r[ ( r > 0). Suponha que 

//'(•*) = x 2 + / 2 (a) para todo a em ]-r, r[ 

1/(0) = 0 

a) Mostre que 0 é ponto de inflexao horizontal 

b) Mostre que/' (a) > 0 para a # 0 

c) Estude /com relagào à concavidade 

2 

d) Mostre que/(A) > — a 3 para 0 < a < r 

e) Faga um esbogo do gràfico de/ 
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9.4. Regras de L’Hospital 

As regras de L’Hospital, que vamos enunciar a seguir e cujas demonstragòes sào deixa- 
das para o final da se?ào, aplicam-se a càlculos de limites que apresentam indeterminagòes 

, . 0 co 

dos tipos — e —. 

F 0 co 

1 * REGRA DE L’HOSPITAL. Sejam/e g derivàveis em ] p - r, p [ e em 
] p, p + r [ (r > 0), com g ' (x) 4- 0 para 0 < I x - p I < r. Nestas condigòes, se 

lim /(x) — 0 , lim g(x) = 0 

X —> p X p 

e se lim existir (finito ou infinito), entào lim existirà e 

x^p g'(x) x^p g(x) 

lim t M - lim 
*->P g(x) X ->/> g'(x) 

Observamos que a 1 . a regra de L’Hospital continua vàlida se substituirmos “x —> p” por 
“x —* p + ” ou por “x —*■ p~ ” ou por “x —» ±=°”. 

2. a REGRA DE L’HOSPITAL. Sejam/e g derivàveis em ] m, p [, com g ' (x) ^ 0 em 
] m, p [. Nestas condisoes, se 

lim f(x) = +oo, lim g (x) = + 0 ° 

X —» P~ X—>p- 

e se lim — ^ existir (finito ou infinito) entào lim — — existirà e 
x->p~ g'(X) *->/>“ g(x) 

lim lim m. 

x^p- g(x) x->p~ g (x) 

Observamos que a 2. a regra continua vàlida se substituirmos “x —» p ” por “x —» p + ” ou 
por “x —> p” ou por “x —> ±<*”. A regra permanece vàlida se substituirmos um dos sfmbolos 
+o°, ou ambos, por — °° 

EXEMPLO 1. Calcule 


a) lim 

JC -> 1 


c 5 - 6 x 3 + 8 x - 3 


ò) lim — 
x -» +» x 

c) lim x In x. 
x-»0 + 


1 
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Soluqào 


x 5 - 6 x 3 + 8 x - 3 

fl) Imi - 4 -;- 

jc -> 1 x 4 -l 


.. (x 5 - 6 x 3 + 8 x - 3)' v 5x 4 — 18x 2 + 8 -5 

lim À -= lim - 5 -=-, 

jc l (x 4 ~ 1) jc —> l 4x 3 4 


Pela L* regra de L’Hospital 


.. x 5 — 6 x 3 + 8 x — 3 (x 5 - 6 x 3 + 8 x - 3)' 5 

lim --= lim --= —— 

*->l x 4 -1 x—>1 (x 4 -l)' 4 


x 5 - 6 x 3 + 8 x - 3 5 

lim --=-, 

x-»l x 4 1 4 


e x T 00 
b ) lim — = — 

X — » +00 x L 00 


Pela 2. a regra de L’Hospital, 


e x (e x Y 

lim — — lim -- = lim e x 

X — » +00 X jc —» +oo (x) x —» +oo 


lim — = +oo. 


c) lim x Inx = [0 • (-°°)j que é urna indeterminato que poderà ser colocada na forma 

jc —»0 + 

00 x 00 

ou — .E mais interessante aqui passà-la para a forma —, que nos permitirà eliminar o In x. 


. r lnx f-oc 

lim x In x = lim —;— = - 

x -> 0 + x -» 0 + 1 00 


lim —:—= lim -- —= lim = lim (—x) = 0 

x-> 0 + _L x->Q + (lì x-»0 + x-»0 + 

- 7 


O IO 
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Ou seja. 


lim x In x = 0. 


0 oo 

Como vimos, as regras de L’Hospital aplicam-se às indetermina 9 òes da forma — e —. 

0 00 

Os próximos exemplos mostram corno as outras formas de indetermina 9 ào (0 • oc-m o°, 
oo° e 1*) podem ser reduzidas a estas. (Observamos que 0°, oc 0 e 1“ sào indetermina95es do 
tipo 0 ■ oo. Veja: 0° = e° ln 0 = e° ' <x,° = e 0ìaa ° = e°' x e = e* lnl = e*' 0 .) 

EXEMPLO 2. Calcule 


a) -lim x 2 ex 
x —> 0 + 

, y ( 1 1 

c) lim-- 

x 0 ^ x sen x 


b) lim - --— 

* -*0 + x 2 sen x 


Solugào 


a) lim x 2 ex = [0 • oo], 
*->0 + 


Fazendo x 2 e x = X ì , somos levados a urna indetermina 9 ào da forma —. Entào 


lim x 2 e x = lim - -r- = lim - 

t-»(T *->0 + x -> 0 + _± „-\!x 

e x r 2 e 


e o ùltimo limite é igual a 


Bonito! Em vez de simplificar, complicou! ! Vamos, entào, mudar a nossa estratégia. Fa 9 a- 

mosamudan 9 adevariàvel u = — .(Veja: ex estàpedindoamudangadevariàvel u = —.) 

jc x 

Temos, entào 


lim x 2 e x = lim 


w—»+°c u* L 00 


Pela 2. a regra de L’Hospital, 


lim —y = lim —t— = lim — 

M—>+» U Z U — » +00 (u) U — ^ +05 2 U 
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desde que o ùltimo limite exista. Ainda, pela 2. a regra de L’Hospital, 


lim —= lim e"=+sc. 

U —» + 0 C u U -> +0G 


Segue que lim — = + oc e, portanto, lim —=- = +oo. Assim, 
U — » +00 2u u —> +00 U 2 

\ 

lim x 2 ex = +oo. 

*->0 + 


( Observacào. Se lim 1S—L — T~1 ou 

x^p g(x) L 0 J L< 

f”(x) 

lim -— existir (finito ou infinito), entào 

g”W 


lim m 
X->p g'(x) 


' 0 ‘ 

ou 

00 

. 0 _ 


00 


Um /<£)= Um -£<*>. 
X^p g(x) X^p g"{x) 


Verifique e generalize.) 


1 lì 

b) lim —= -= [ oc - oo]. Temos 

x -> 0 + ^ x 2 sen x j 


1 1 1 f. 


x" sen x x*- v sen x 


Segue que 


lim —=- = +oo 


.. x z 2x . 

lim -= lim -= 0. 

x —> o* sen x x o + cos x 


1 A 

lim —y 1 — - — + 00 ■ 1 = + 00 

t -> 0 + x 2 ^ sen x j 


ou seja, 


r 1 1 

lim —=• -- 

x -> 0 + x 2 sen x 
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(Observacào. Se Hm f(x) = + lim g (x) — + 00 e lim —— ^ 1, proceda corno 

g(*) 

acima no càlculo de lim (g (x) — /(*)).) 

*~*P 

c ) lim ( — - —-— I = [ co - oo ]. Temos 
x->0 l x seni J 


f 1 _ 1 ' 

sen x ~ x _ 

'0* 

. x sen x , 

— lim 

x 0 x sen x 

.0/ 


sen x - x cos x — 1 0 

hm - = lim -;-— 

x ->0 x sen x x->o sem + xcosi L 0 J 


= lim --=0. 

* -> o cos x + cos x — x sen x 


Portanto, 


lim —--— = 0. 

i->o U sen x j 



(, i Y 

e — 

l l + 7j J 


Solugào 


lim / e- 1 + — = [ oc • 0 ]. Temos 

X-ì+ao \ X J 


c “l 1 + 7 


e — 1 + 


oe l 1 + lj = l 1 + 7j l*T + 7 


i y ( i\ x 2 

1 + - In 1 + — +x- — Z-. 
X ) V x ) 1 I J 


1Y f 1 

1 + - In 1 + - 

X j \ V x 


e da 1.* 


regra de L’Hospital resulta 
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e- 1 + 


lim -^ 

e 


Ir ( 1 > 1 

1 + - In 1 + - — 

X J \ X J x+1 


Para facilitar as coisas, observamos: 


( n 1 

, SJC In 1 + - - —— 

/ j y v^/jc + 1 

corno lim IH— = e, basta entao calcular lim --- 

x ->+QC y X J *-»+«> e x 


Este ultimo limite é igual a 


_*L +_ 1 _ 

1+ i <* + 1)2 


lim -=- = — (Confira!) 

*->+<» x(x + l) 2 L oo J 


2 2 ( ir 

De (x + 1) — * 1+ — segue 

V X) 


gX gX 

lim -=- = lim -s 

:-*+» x(jl + l) 2 ^3 T j ^ J_ ì 


lim !— T -j = 1 ' (+”) = +” 

— 1 + lf * 3 


pois, cornojàsabemos, lim — = +oc. (Ou por L’Hospital: 
jc —» -t-oo x i 

gX gX gX gX 

lim —= lim —tt ~ lim — = lim — = +°°). Portanto, 

x-»+o° X* x —> +00 3x 1 x-> + =o 6l *->+=» 6 


lim e e — 1 + — = +°° 

:-»+oo V x) 


EXEMPLO 4. Calcule 


a) lim x x 

x^>0 + 


b) lim + p 



250 Um Curso de Càlculo — Voi. 1 


Solugào 

a) lim x* = [0°]. 
x->tr 

X x = e xìnx e lim x In x = 0 (EXEMPLO 1) 
*->0* 


lim /= lim e x1nx = e° = l. 
x -> 0* x -+ 0 + 


b) lim 1 + — = [\ x l 

x-»+* x z I 


1 + = e 


x x In 1 


lim x In IH—=- = lim 

X^+OC V. X L ) X->+0 


( 1 \ 

\ _ x y _ 

1 


O ùltimo limite é igual a 


x 3 + x 2x 

- -, - = lim -- 0 

_ 1 *_>+<„ x 2 +l 


lim 1 + —y = lim e 

x->+=» L x z J x-»+o° 


(Observaqào . Um outro modo para calcular este limite é: 


( i y . f i y 2 T" . l '" ' + 4 

lim 1 + —=- — lim 1 + —= lim e x v x ) =1, pois 

x^>+* V x L ) x-»+o° V x z ) x->+o= 


1 i f 

lim — = 0 e lim 1 H- —= e.) 
x -+ + 0 ° x y x 2 


EXEMPLO 5. Calcule 


a) lim 1 + — 

X — » +00 V X 


b ) lim 

X —> + 3 = 
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Solugào 


a ) lim y 1 + — J = [1 ]■ 


f 3 \ x x In 1 + — 

1 + — = e v x ) 

V x 


lim x In 1 H— = lim 

x —» +« V x J X -» +» 


'T + U -r° 
1 0 


0 ùltimo limite é igual a 


r 1 + 3/x l. x 2 v 3 
lim ---^- = lim - = 3. 

^+“ - 2 X - > +° C 1 + — 

x z x 


( 3V x In 1 + —• , 

lim 1 + — = lim e ^ x ' = e 5 . 

:->+00 y x ) X —>+ac 


(Este limite poderia, também, ter sido calculado da seguinte forma: fazendo a mudala de 
variàvel — = — resulta lim f 1 + — ì = lim \ f 1 + — ) 1 = e 3 .) 


X U x-»+oc V. x ) x-> + 


b) lim (x+ l) ìnx = [°° 0 ]. 


(x + l) ln * = e lnjr 


■ In (x + 1) 


r 1 , , , u ,■ In (x + 1) F 00 1 r X+l , 

lim - ■ In (x + 1) = lim -- = — = lim —.— — 1. Assim 

-> +OS In X x -+ +00 In X \ 00 \ x —> +oc 1 


1 In (x +1) 

lim (x + l) ln * = lim e ln x = e 
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EXEMPLO 6. Calcule lim 

* -»+0 

Solugào 


lim - 

c —> + 00 In x 


que nào é indeterminato. Veja 


lim (x + 1) In - = +oo • (-oo) = —oo, 

x->+=■= In x 


v ( 1 

lini - 

x +oo In jc 


= lim e 


<* + l)ln 


W n x ) = 0. 


Vimos anteriormente (Exemplo 8 da Segào 7.2) que se/for derivàvel em p entào 
li m ~ if(P) + f'(p)(x ~ p)ì _ Q 

x p X — p 

ou seja, o erro E (x) = f (x) - T (x), onde T {x) ~ fip) + /' (p) (x - p), tende a zero mais 
rapidamente do que x ~ p, quando x tende a p, o que significa 

/(•*) =f(p) +/' (p) (x-p)+ <p (x) (x - p) 

EQÒ 

com lim <p(x) = 0. Assim, T (x) é um valor aproximado para f(x) e o erro que se comete 
x —ì p 

nesta aproximagao tende a zero mais rapidamente do que x — p, quando x tende ap. A se¬ 
guir, estamos interessados em determinar a de modo que 

Pi W = f(P) +/' (P) (x ~ P) + a (x ~ p) 2 

seja um valor aproximado para /(x) com erro tendendo a zero mais rapidamente que 
{x — p) , quando x tende a p. 


EXEMPLO 7. Suponha/derivàvel no intervalo ] p ~ r, p + r [, r > 0, e que a derivada de 
2. a ordem de/exista em p. Mostre que se 

lim /(*) ~ I/O) + f'(p)(x ~ p) + a(x ~ p) 2 ] _ Q 
x-*p (x - p) 2 
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Solugào 

Vamos, entào, calcular o limite 


/(*) ~ if(p) + f'(p)(x ~ p) + a(x - p) 2 ] _ f 0 
(x - p) 2 LO 


Pela l.“ regra de L’Hospital, tal limite é igual a 


f’(x)-[f’(p)+2a(x-p)] _ 
2 (x- p) 


- 1 f'W-f'(P) 


= - lim J ^ J 
2 jc —> p x ~ p 


-la =-[f"(p)-2a]. 


pois,/' 1 (p) = lim - — — - — . Segue da hipétese que a = — — . 

x —» p x ~~ p 2 


Observa^ào. Seja 


p 2 w =f(p) +/' (p) (* - p) + , - p f. 

Do que vimos acima resulta 

f(x) = P 2 (x) + y(x) (x - p) 2 

com lim (p(x) — 0. Ou seja, o polinòmio P 2 (x) é um valor aproximado de f{x) com erro 
*-*P 

2 2 
E (x) = <p (x) (x — p) tendendo a zero mais rapidamente do que (x — p) , quando x tende 

ap. O polinòmio P 2 (x) é denominado polinòmio de Taylor de ordem 2 de femx = p. 

EXEMPLO 8. Suponha/derivàvel até a 2, a ordem no intervalo ]p - r,p + r [, r > 0, e que 
a derivada de 3. a ordem de/exista em p. Mostre que se 

f(x ) - [f(p) + f'(p)(x - p) + —- ^ (x - p) 2 + a(x - p) 3 ] 

lim --2-= 0 

x-*p ( x-py 


entào, a 
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Solando 

Pela 1.® regra de L’Hospital, o limite acima é igual a 


/'(■*) ~ + f"(p)(x - p) + 3 a(x ~ p ) 1 1 [~ 0 

3U ~ p) 2 Lo 


= lim 

X p 


/”(*) ' [f"(p) + 6 a(x - p )] 
6(x - p) 


~~ lim j — 6a j = — [ y '"(p) — 6a ]. 

* 6 [ jc - ^ J 6 L J 


Da hipótese, segue 


O polinomio 


3! 


P 3 (*) = /(P) + /' (P) (x~p)+ (x ~ p) 2 + (x - pf 

denomina-se polinòmio de Taylor de ordem 3 defem x = p. Segue, do que vimos acima, 

que P 3 (. x ) é um valor aproximado defix) com erro E (x) = f(x) - P 3 ( x ) tendendo a zero 

mais rapidamente do que (x - p) 3 , para x tendendo a p. Generalize. O polinòmio de Taylor 

de urna fungào é urna das ferramentas poderosas do càlculo numèrico. No Cap. 15, voltare- 
mos ao polinòmio de Taylor. 

Para encerrar a segào, vamos provar as regras de L’Hospital. Para provar tais regras, vamos 
substituir a hipótese g ' (x) + 0 em ]p, p + r[, na 1 , a regra, e g ' (x) ± 0 em }m, p[, na 23 
regra, por g (a:) > 0 nestes intervalos. (Este fato nào restringe em nada as nossas regras 
pois o teorema de Darboux (veja Exercicio 8 da Segào 9.7) nos diz exatamente o seguirne: 
g (x) # 0 no mtervalo aberto / => g ' (x) mantém o mesmo sinai neste intervalo.) 

Demonstragào da l. a regra de L’Hospital 

Suponhamos 


lim = L, L E IR. 

X ->p + g (*) 

Segue que, dado e > 0 existe 8 > 0, 8 < r, tal que, para p<x<p + 8, tem-se 
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Do Exemplo 8 da Segào 9.2, segue que, para p < x < p + 8, tem-se, também. 


L - e< m <L+€ . 


lim rw = L . 
g(x) 

Fica para o aluno provar, corno exercicio, a 1.® regra nos casos: 

lim m_ + CO ou lim £<2> — 
X->P + g (x) x~*p + g'(x) 

De modo anàlogo, demonstra-se que 

lim lim TSÉ. 

x^p- g(x) x->p- g’(x) 

Demonstraqào da 2° regra de V Hospital 


Suponhamos 


lim = L, L G Ot. 

X-+P g (x) 


Pela definigao de limite, dado e > 0 existe > 0, com p — Sj > m, tal que, para 
p- S l <x<p, 

L -i<m <L+ L, 

2 *’(*) 2 

Do Exemplo 9 da Segào 9.2, segue que existem constantes M, Ne s, com s G ] p ~ S^p [, 
tal que, para s <x < p, 

© JL +L ~i < m < jL +L+ 1 . 

«W 2 g(x) g(x) 2 


Por outro lado, de 


M N 

lim -= 0 e lim —— = 0 

x-*p- g(x) x ^ P ~ g(x) 


existe 8 > 0, com p — 8 > s, tal que 


e M N e 

2 g(*) 6 g(*) < 2 
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para p — 5 < x < p. Dai e de 0 resulta, para p - 8 < x < p. 


Ou seja, 




lim £V1=L. 


Fica para o aluno provar, corno exercfcio, a 2. a regra no caso lim J = ±co. o e 

x->p~ g’(x) 

modo anàlogo, demonstra-se que 

ita f^= ita 
x^p + g(x) x->p + g'(x) 

ObservaQao. As regras de L’Hospital contam-nos que, se lim m-\±u 

£(*) L 0 J 

lim £~- = — e se lim ~T~ existir, entào lim também existirà e 

*->P g( x ) L 30 J x->p g'(x) x->p g(x) 

lim —= lim Entretanto, lim poderà existir, sem que lim ^ 

x-> P g(x ) X->p g (x) x^p £(x) x ->p g'( x ) 

exista (veja Exercfcio 4). 

Exercfcios 9.4 " - 


4x J + x 1 +3 

a) lim -=- 

jc —» — 1 x 5 + 1 


X 1W - X 2 + X - 1 

b) lim - 77 :- 

x —r 1 x‘°-l 


c) lim xe x 
x-» 0 + 


d) lim 


e) lim 


f) lim sen x In x 
x—> 0 + 


g ) lim (l-cosx)lnx 
x-» 0 + 


h) lim (x 2 + 1) 1 


i) lim — + In x 
x —> 0 + L x 


j) lim (1 - cos x ) x 
x -> 0 “ 


tg 3x — sen x 
) sen 3 x 


m) lim - 

x->0 1- cos x 


l) lim 
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9.5. Graficos 

Para o esbo 90 do gràfico de urna fun^ào/, sugerimos o roteiro: 

a) explicitar o dominio; 

b) determinar os intervalos de crescimento e de decrescimento; 

c) estudar a concavidade e destacar os pontos de inflexào; 

d) calcular os limites laterais de/, em p, nos casos: 

(i) p (£ Dj, mas p é extremo de um dos intervalos que compòem Dj. 
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(ii) p £ Df, mas/ nào é continua em p. 

e) Calcular os Iimites para x—> +& ex—> — ® 

f) determinar ou localizar as raizes de/. 

EXEMPLO 1. Esboce o gràfico d ef(x) - x 3 - x 2 - x + 1. 
Solugào 

a) D f = U. 

b) Intervalos de crescimento e de decrescimento. 



c ) Concavidade e pontos de inflexào. 



i 

3 


Ponto de inflexào: - 
3 

d) Como fé continua em R, precisamos, apenas, calcular os Iimites para x^> +™ex 

lim [x 3 -x 2 -x+i]= lim x 3 1 — — — 4- ~ = +oo 

X + 3C *->+<» x X 2 * 3 _ 

lim [ x 3 - x 2 - x + 1 ] = —pc. 

X —» —oc 

e) As raizes de/sào: — 1 e 1 (1 é raiz dupla). 
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Solugao 



à)D f =R - {0}. 

b) Intervalos de crescimento e de decrescimento. 

2 

Para calcular/' (x) é conveniente escrever/na forma /(jc) = x + 



1 


2 O 2 + l)(;e 2 - 1) 
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c) Concavidade e pontos de inflexào. 



0 


Nao ha ponto de inflexào. 
d) Limites laterais defem 0. 



lim [ x 2 + ] = lira [x 2 + -4r ] = +oc. 

^^0+ * 2 *->0" x 2 


e) Limites para x —» +oc e x —> —co. 



Observe que, quando x tende a +°° ou 
gràfico de y = x 2 . 


°°, o gràfico de/vai “encostando” por cima no 


EXEMPLO 3. Esboce o gràfico de/(x) = — x + ^ . 

x 2 - r 

Solugào 

a) Df— {x E IR I x + ± 1}. 

b) Intervalos de crescimento e de decrescimento. 



x - -2 

~4x 2 ■ lOx — 4 = 0 <=> • ou 

= _J_ 
X 2 
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+ + - - 

-1-1—I—I- 

-2 -1 _1 1 
2 

X / A\ 

-1-1 1 1- 

-2 -1 _i 1 

2 


c) Concavidade e pontos de inflexào. 

f t, ( N = (-8x - 10) (x 2 ~ l) 2 - (—4x 2 - lOx - 4 ) 2 (x 2 - 1) 2x 

(X 2 - l) 4 


, _ (x 2 - 1) [8x 3 + 30x 2 + 24x + 10] 
f W 


Vimos, no Exemplo 5-9.2, que g (x) = 8x 3 + 30x 2 + 24x + 10 admite urna ùnica raiz 
reai a, com — 3 < a < —2, e que 

g (x) < 0 para x < a e g (x) > 0 para x> a. 

Combinando o sinai de g (x) com o de x 2 - 1, resulta 

f » - + - + 

J - 1 - 1 - 1 - 

a -1 1 

n u n u 

'-1-1-1- 

a -1 1 


Ponto de inflexào: a é o ùnico ponto de inflexào. 
d) Limites laterais em-1 e 1. 

4x + 5 1 4x 4- 5 


lim 

4x + 5 


x 2 -1 

lim 

4x + 5 _ 

X —» 1~ 

x 2 - 1 

lim 

4x + 5 

*->-l 

+ x 2 - 1 

lim 

4x + 5 

- v2 _i 


.. 1 4x + 5 ( n 

= lim - • - = +oo — — = —oo 

x->-\ + x +1 x — 1 l, 2) 


... 4x + 5 . 4x + 5 

e) lim —= = 0 = lim ——. 


>+ae x z — 1 


x l — 1 


f) A ùnica raiz de/é 
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Seja/uma fun?ào. Se existir urna retay = mx + n tal que lim [/(x) - (mx + n) ] — 0, 

x —» +oo 

entào diremos que y — mx + n é urna assìntota para /; se m — 0, teremos urna assìntota 
horizontal, e se m # 0, urna assìntota obliqua. 



horizontal 


O que dissemos para x —► + 00 vale para x —> -<». 

Se/for da forma/ (x) = P , com ptq polinòmios,/admitirà assìntota se “grau de 

q (*) 

p - grau de q” for menor ou igual a 1. Se “grau de p - grau de ([' for 1 ou 0, para determinar 
a assìntota basta “extrair os inteiros”. Se “grau de p - grau de q" for estritamente menor que 
zero, ou seja, se grau de q for estritamente maior que grau de p, entào y = 0 é urna assìntota. 

JC 3 

EXEMPLO 4. Determine a assìntota e esboce o gràfico de f(x) == —= - 

x z + 1 

Solugào 

f é urna fungào racional e a diferenga entre o grau do numerador e do denominador é 1, 
logo,/admite assìntota. Temos 
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X X 

Como lim —=- = 0 = lim —=-, quando x tende a +« ou -» o gràfico 

*->+» x 2 +1 jc 2 + 1 

de/vai encostando na assìntota y = x. Temos, agora, 

a) Df= R. 

b) Intervalos de crescimento e de decrescimento. 



fé contìnua em IR e/' (x) > 0, parax ^ 0, logo,/é estritamente crescente em SR. 

c) Concavidade e pontos de inflexao. 



-s/T 0 s/T~ 



-v/3" 0 S /T~ 


X 3 

d) lim —= - = +°° e lim —= - = — 

X Z + 1 X +1 

e) 0 é a ùnica raiz de / 

f) y = x é assìntota. 
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Observagào. Como/' (0) = 0, y = 0 é a reta tangente ao gràfico de/em (0, 0). 

Muitas vezes, por inspe^ao, é possfvel prever a existència ou nào de assfntota. Um bom 
indicadorpara a existència de assfntota obliqua é o seguinte: se para* sufìcientemente grande, 
f(x) = mx, para algum m, entào sera razoàvel esperar a existència de assfntota. Por exem- 
plo, para x sufìcientemente grande, temos: 


a/4x 2 + x + 1 = 2x Jl + — + — 5 - = 2x 
' \ 4x 4x 2 




A Jx 2 + 1 = JC 11 + —= x 

\ X Z 

Entào, é razoàvel esperar que tais funfòes admitam assfntotas. 


Observe: 


lim [ f(x ) — mx-n]=0<^n= lim [/(x) - mx] 

: —> +oc x —> +» 


Para determinar assfntota, procedemos assim: primeiro determinamos m (caso exista) para 


lim [/(x) — mx] (ou lim [f(x) — mx ]) 

X —» +» X —» -00 


seja finito; em seguida, tomamos para n o valor deste limite. 
Observamos que se lim [ f(x) — mx] far finito, entào 

X —» +00 

lim fU> 

jr->+oc X 


ou seja, 


m = lim - 

x -> +oc x 


( Cuidado . lim -- poderà ser finito sem que lim [/(x) — mx] o seja. Verifi- 

*->+00 x x -> +oc 

que.) De modo anàlogo, se lim [ / (x) ~ mx] for finito, deveremos ter obrigatoria- 


mente m = lim --. A seguir, sugerimos um processo para se determinar assfntota. 

*->-00 X 
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Primeiro determine m, caso exista, através do limite 


Em seguida, calcule 


/(*) 

m — lim -. 

*->+=o x 


n = lim [/(x) — mx]. 

X -» +00 


Se n for finito, y = mx + n serà assfntota (para x -> +»). Proceda de modo anàlogo 
para x^> — 


Observa^ào. Se lim /(x) = ± oo e se lim /' (x) existe, pela 2. a regra de L’Hospital 

*-»+<* *->+=o 

lim = lim /' (x). (Interprete.) 

X +00 X x —> +oc 


EXEMPLO 5. Determine as assfntotas de 


/(x) = Vx 2 + 1 . 


Solugào 


Segue que 


l r t li + 1 J 1 + -T se x> 0 

m 1x1 p * 2 


- Il H— y se x < 0 

V x 


lim = lim 11 + 4^=1 

X -> +00 x X —> +oo x* 


lim lim -Jl + -r=-l. 

x -oc X * -> -OC V X Z 


Assim, m — 1, para x —» +<», e m = -1 para x —> —<*. Vamos, agora, deteminar n. Para 
x—> +°°, 

= lim [/(x) - mx] 


n 
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n = lim [sjx 2 + 1 — x] 

= lim .— -= 0 

* ->+oe 2 + 1 + x 

Assim, parax ^ +°°,y — xé assmtota. Para x —» — temos 


n = lim [Jx 2 + 1 + x] 


= lim [i/m 2 +1— h]= lim 

u -» +* u -> + 


«-» +3 ° tJU 2 + 1 + U 


Logo, para x —* — y = —x é assmtota. 



EXEMPLO 6. Determine as assfntotas e esboce o gràfico de/(x) = -J4x 2 + x + 1. 


Solugào 


■ i J, , 1 , 1 4 + — + -X- se x > 0 

/(«> ,x, r + 7+x? 1 ^ * * 2 


- |4 + —+ ~ se x < 0. 

\ X X L 


lim = lim 4 + - + \ = 2 

X *->+<* \ X X Z 


lim && = lim ” , 4 + - + \ = -2. 
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Assim, para * ~h> +°o, m = 2, e, para x —» —=», m = —2. Vamos, agora, determinar «. Para 
+3c, temos 

« = lim [/(x) - mx] = lim (^/4x 2 + x + 1 - 2x) 

Jt->+oc ^_>+oc 

Para x > 0, 



Segue que n 


—. Logo, para x 
4 


+°°, y 


2x + 


— é assmtota. Para x 
4 




Temos, agora, 

a) Cy = IR, pois, 4x 2 + x + 1 > 0 para todo x. 


b) Intervalos de crescimento e de decrescimento 
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c ) Concavidade e pontos de inflexào 


4 (4x 2 + x + 1) J4x 2 + x + 1 


f" (x) > 0 para todo x, logo, concavidade para cima em IR 
d) lim J4x 2 + x + 1 — +* = lim J 4x 2 + x + 1. 




EXEMPLO 7. Determine as assmtotas e esboce o gràfico de/(x) - ^'x 3 - x 

Soluqào 

Temos 


Segue que 


/(X)_ ^x 3 -X 2 | 1 

(x) x i X 


lim = lim 3/1 -1=1 

X —»+=c X X 


lim = lim 311 -1=1. 


X —» —OD jc j: —> —00 \ 


X 
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Assim, m = 1. Vamos, agora, determinar n. 


_ 3/-1 _ _ _ 

1 \|' 1 V 

/(x) - mx = x 3,1 - - - jc = J- 2L - 


Parax-^ +<*>, 


n = lim [f(x) - mx}= lim ——— 
x ->+» «-> o + M 


Pela l. a regra de L’Hospital, 


n = lim 

u 0 + 


§(!-«) 3. (- 1 ) j 


Para x —» -*>, 


n = lim —- 

w —^ O - U 


Logo, y = x - — é assurtola para x —» + 30 e para x —» — 


Temos, agora, 
a) Df = IR. 


b ) Intervalos de crescimento e de decrescimento 


'Xx 2 — 2x 

/’(*) = , x^lex^O 

3 $(x 3 - x 2 ) 2 


0 2 ! 

3 

/ \ / / 


0 1 1 

3 
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c) Concavidade e pontos de ìnflexào 


f" (x) = 


9fe 3 -x 1 ) 2 (x - 1) 



u n 


Ponto de inflexao: 1 é o ùnico ponto de inflexào. 


d) lim 3jx 3 - x 2 = lim x 3jl ■ 


lim 2/x 3 - x 2 = -o 


è) Em 0 e 1 a fungào é continua mas nào é derivàvel. Vamos entào estudar o comportamen¬ 
to do gràfico de/nos pontos de abscissas 0 e 1. 


( 0 ,/( 0 )) 


Seja a reta secante ao gràfico de/passando pelos pontos (0,/(0)) e (x,/(x)). O coefi- 
ciente angular de s . - é 


- 7 — = W^' x *°- 

Ita M - -» e Ita /W-/W> =+ .. 


► 0 + X - 0 


> o - x — 0 


(!,/(!)) 


O coeficiente angular da reta secante que passa pelos pontos (1,/(1)) e (jc,/(x)) é 


x 1 X 1 ^((x _ 1)2 
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ita fl J >-/ g>. ita 

jc —> 1 + X ~ 1 x 1 X— 1 

Ho ponto (1,/(1)) o gràfico de/admite urna reta tangente vertical. 
Gràfico de f 



Interprete graficamente os limites 

lim , im /W-/W 

x 0 + x — 0 jc —>0 _ x - 0 


Exercicios 9.5 — 

Esboce o gràfico. 


I. /(x) — x 3 — 3x 2 + 3x 

2. /(x) = x 3 - X 2 + 1 

3. >• = V* 2 - 4 

II 

?>s 

Tt- 


X + 1 

. X 2 

5. y = 

6. g (x) = x e~ 3x 

X + 1 


7. /(x) = 2x + 1 + <r* 

8. /(x) = e”* 2 

x 4 3x 2 

9. v = —-— + 2x+ 1 

© 

II 

* 

uj 

1 

4 2 


X 3 

X 3 

11 .y=——~ 
x 2 + 4 

12 ->’~ 2 . 

x L - 1 

X 

1 

* 

+ 


l>- 

II 

J 

1 4. >• = e — e 

X^ 


15. /(x) = x 4 - 2x 2 

16. y = -^x 2 + 2x + 5 

17.,- *"* 

X 2 

18. /(X) = -r- 

x 2 

X 2 - X -2 

X 2 - X + 1 

4x + 3x 2 

19. y = -r- 

20. y - - 

X 2 

1 + x 2 
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9.6. Màximos e Minimos 


Definito 1. Sejam/urna fun?ào, A C Dp e pGA. Dizemos qu tf{p) é o valor maxi - 
mo de/em A ou que p um ponto de màximo de/em A se/(jc) f(p ) para todo x em 
A. Se/(x) ^f(p) para todo x em A, dizemos entao que/(p) é o valor minimo de/em 
A ou que p é um ponto de minimo de/em A. 




f(p\) valor màximo de/em A 
f (pfl valor minimo de/em A 

Definito 2. Sejam/urna fun^ào tpG Dj. Dizemos que/(p) é o valor màximo glo- 
bal de/ou que p é um ponto de màximo global de/se, para todo x em Dpf{x) *£ f(p). 
Se, para todo x em Dpf{x) 2* f(p), diremos entao qu ef(p) é o valor minimo global de 
/ou que p é um ponto de minimo global de/. 


Definito 3. Sejam /urna funqào epGDy. Dizemos que p é ponto de màximo locai 
de/se existir r > 0 tal que 

ZOO </(p) 

para todo x em ]p — r,p + r[D Dp Por outro lado, dizemos que p é ponto de minimo 
locai de/se existir r > 0 tal que 

para todo x em J p — r,p + r [ fi Dp. 



p\, r >3 e p 5 sào pontos de màximo locai ;/(p 5 ) é o valor màximo global de/ 
P 2 *P 4 e Pf, sào pontos de minimo locai; /(p 2 ) é o valor minimo global de/ 
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Urna boa maneira de se determinar os pontos de màximo e de minimo de urna funqào 
fé estudà-la com relasào a cresci mento e decrescimento. Sejam a < c < b, se ffor cres¬ 
cente em ]a, c] e decrescente em [c, b[, entao c sera um ponto de màximo locai de f; sef 
for decrescente em ]a, c] e crescente em [c, entao c sera um ponto de minimo locai 
def. 

EXEMPLO 1. Seja/(x) = x 3 - 3x 2 + 3. 

a) Estude/com relaqao a màximos e minimos. 

b) Determine os valores màximo e minimo de/em [-2, 3]. Em que pontos estes valores 
sào atingidos? 


Solugào 


a) 


f'(x ) = 3x 2 - 6x 


ponto de màximo locai: 0 
ponto de minimo locai: 2 


f 


+ 


0 


+ 

2 


+ 


/ 


/ \ / 

-1-1 

0 2 


Como lim (x 3 - 3x 2 + 3) = +« e lim (x 3 - 3x 2 + 3) = segue que/nào 

X —» +=o X —» -00 

assume nem valor màximo global, nem valor minimo global. 


X 

fix) 

-2 

-17 

0 

3 

2 

-1 

3 

3 



/ \ / 

-i-1-1- 

0 2 3 


/(—2) = — 17 é o valor minimo de f 
em [-2, 3]. 

/(0) =/(3) = 3 é o valor màximo de/ 
em [-2, 3], 
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EXEMPLO 2. Determine dois numeros positivos cuja soma seja 4 e tal que a soma do cubo 
do menor com o quadrado do maior seja minima. 

Solugào 

Indiquemos por * o nùmero menor (0 ^ x ^ 2); assim o maior é 4 - jc. Seja 
S (x) = x 3 + (4 - x ) 2 ,0 =s= * 2. 

Devemos determinar x que toma minimo o valor de S. Temos 

5' (x) = 3x 2 + 2x - 8 



3 



Assim, x - 


4 

3 


toma minimo o valor de S. 


Conclusào. Os numeros procurados sào — e — 

3 3' ■ 

m^feja niàxinio Pede ^ C ° nStrUÌr Um cilindro circolar reto de àrea total S dada e cujo volu- 

Solugào 

Precisamos determinar r (raio da base) e h (altura). 

Temos 

[àrea da base — wr 1 
[àrea lateral = Irnh 

Assim, 

S ~ 27T7 -2 + 2'77T/i 
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S - 2irr 2 j S 

iAh ~ 2vr~ ° Ì2ir’ 

Podemos, entào, exprimir o volume V em fun?ào de r. 

V (r) = 7 i r 2 • -, 0 < r < j — (S é constante) 

2-J7T \ 277 


V(r)=y-7rr 3 ,0<r< 


Devemos determinar r que toma V màximo. 


V ' (r) = - ~ 377r 2 ; - - 3-Trr 2 = 0 « r = ± j-^-. 
2 2 \6tt 


Observa^ào. A condiiào 0 < r < j— é para deixar r > 0 e h > 0. 

\ 2 7 T 


Assim, r~ j — toma V màximo. 
V 6 -tt 


1 s I s 

Conclusào r = eh — 2 — sào, respectivamente, o raio e a altura do cilindro de 

V 6tt Ai 67r 

volume màximo. 

Exercicios 9.6 — 

1. Estude a fun?ào dada com rela^ào a màximos e imnimos locais e globais. 


«)/<*) = 2 

1 + x z 

c)f(x) = e x - e~ 3x 
e)f(x) = * + 3x + 2 
g)f(x) = x 4 - 4x 3 + 4x 2 + 2 


b)f{x)=xe " 

d)f(x) = 2x 3 -9x 2 + \2x + 3 
f) x(f) = te~ t 

h) f (x) = sen x + cos x, x £ [0, tt ] 
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0 y (') = -/ 3 + 3r 2 + 4, * e [- 1, 3] j) h (x) = -- —, * e o,- 

1 + * tg x L 2 


v 5 v 4 „3 


0/(JC>= - 

5 2 

n)y = : 3 - x 2 


m) >’ - e x l 
o) y = 3/jt 3 - 


2. Delermine as dimensoes do retàngulo de àrea màxima e cujo perimetro 2p é dado. 

3. Determine o numero reai positivo cuja diferenga entre eie e seu quadrado seja màxima. 

4. Determine o nùmero reai positivo cuja soma com o inverso de seu quadrado seja minima. 

5. Determine a altura do cilindro circular reto, de volume màximo, inserito na esfera de raio R dado. 

6. Determine a altura do cone circular reto, de volume màximo, inserito na esfera de raio R dado. 

7. Determine a altura do conc circular reto, de volume màximo, e com geratriz a dada. 

8. Considere a curva y — 1 — 0 *£ x =£ 1. Tramar urna tangente à curva tal que a àrea do triàn- 

gulo que eia forma com os eixos coordenados seja minima. 

9. Determine o retàngulo de àrea màxima e lados paralelos aos eixos coordenados, inserito na 
elipse 4.y 2 + y 2 = 1. 

10. Deseja-se construir urna caixa, de forma cilindrica, de 1 m 3 de volume. Nas laterais e 
no fundo sera utilizado material que custa R$ 10 o metro quadrado e na tampa material de 
R$ 20 o metro quadrado. Determine as dimensoes da caixa que minimizem o custo do mate¬ 
rial empregado. 

lì. ré urna reta que passa pelo ponto (1,2) e intercepta os eixos nos pontos A = (a, 0) e B = (0, b), 
com a > 0 e h > 0. Determine r de modo que a distància de A a# seja a menor possivel. 

12. Certa pessoa que se encontra em A, para atingir C, utilizarà na travessia do rio (de 100 m de 
largura) um barco com velocidade màxima de 10 km/h; de B a C utilizarà urna bicicleta com 
velocidade màxima de 15 km/h. Determine B para que o tempo gasto no percurso seja o me¬ 
nor possivel. 


13. Qual o ponto P da curva >’ = x 2 que se encontra mais próximo de (3, 0)? Seja P = (a, b) tal 
ponto; mostre que a reta que passa por (3, 0) e (a, b ) é normal à curva em (a, b). 


14. Encontre o ponto da curva y = -, * > 0, que està mais próximo da origem. 

15. Duas particulas PcQ movem-se, respectivamente, sobre os eixos Ox e 0>\ A fungào de posi- 

r 2 3 

gào de P é x = -\t e a de Q, y = r — —, 1 3* 0. Determine o instante em que a distància entre 
P e Q seja a menor possivel. 
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16. Seja g definida e positiva no intervalo I. Seja p £ /. Prove: p sera ponto de màximo (ou de mini¬ 
mo) de h (a) = ~Jg (ir) em /, se. e somente se, p for ponto de màximo (ou de minimo) de g em I. 

17. Um solido sera construido acoplando-se a um cilindro circular reto, de altura h e raio r, urna 
semi-esfera de raio r. Deseja-se que a àrea da superficie do sòlido seja 57 r. Determine r e h 
para que o volume seja màximo. 


h 


18. A Cia. a Ltda. produz determinado produto e vende-o a um prego unitàrio de R$ 13. Estima- 
se que o custo total c para produzir e vender q unidades é dado por c — q — 3 q 2 + Aq + 2. 
Supondo que toda a produgào seja absorvida pelo mercado consumidor, que quantidade deve- 
rà ser produzida para se ter lucro màximo? 

19. Determinado produto é produzido e vendido a um prego unitàrio p. O prego de venda nào é 
constante, mas varia em fungào da quantidade q demandada pelo mercado, de acordo com a 
equagào p - ^ 20 - q, 0 =£ g *£ 20. Admita que, para produzir e vender urna unidade do 
produto, a empresa gasta em mèdia R$ 3,50. Que quantidade deverà ser produzida para que o 
lucro seja màximo? 

20. Do ponto A, situado numa das margens de um rio, de 100 m de largura, deve-se levar energia 
elétrica ao ponto C situado na outra margem do rio. O fio a ser utilizado na àgua custa R$ 5 o 
metro, e o que serà utilizado fora, R$ 3 o metro. Como deverà ser feita a ligagào para que o 
gasto com os fios seja o menor possivel? (Suponha as margens retilineas e paralelas.) 



B 


C 
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a) Determine * para que o perimetro do triàngulo PMQ seja minimo. 

b) Conclua que o perimetro sera minimo para a = (3. 

22. Determine M no gràfico de >’ = x^, 0 ^ x =£ 1, de modo que a àrea do triàngulo de vértices 
(0, 0), (1,1) e M seja màxima. 

23. A Cia. -y Ltda. produz um determinado produto e vende-o com um lucro total dado por 
L (q) = —q +12q + 60^ - 4, onde q representa a quantidade produzida. Determine o lucro 
màximo e a produco que maximiza o lucro. Esboce o gràfico desta fun<jào. 

24. Determine urna reta tangente ao gràfico de y = 1 - x 2 , de modo que a distància da origem a 
eia seja a menor possivel. 

25. Determine o ponto da paràbola y — 1 — x 2 que se encontra mais próximo da origem. 

2§. Seja (xq, >q), jtq > 0 e > 0, um ponto da elìpse x 2 + 4y^ — 1. Seja T a reta tangente à elipse 
no ponto (x 0 , y 0 ). 

a) Verifìque que T tem por equa§ào 

Jf 0 JC + 4 >'oy = ] - 

b) Determine x 0 de modo que a àrea do triàngulo determinado por Te pelos eixos coordenados 
seja minima. 

27. Urna particula P desloca-se sobre o eixo x com velocidade constante e igual a 1. Outra parti- 
cula Q desloca-se sobre a paràbola y — 1 — x 2 de modo que sua proje§ào sobre o eixo jc des- 
creve um movimento com velocidade constante e igual a 2. No instante t = 0, as particulas P 
e Q encontram-se, respectivamente, nas posigòes (0, 0) e (0, 1). Determine o instante em que 
as particulas encontram-se mais próximas. 

28. Dado o triàngulo retàngulo de catetos 3 e 4, determine o retàngulo de maior àrea nele inserito, 
de modo que um dos lados esteja confido na hipotenusa. 

29. Determine o ponto da paràbola y = x 2 que se encontra mais próximo da reta y = x - 2. 

30. Dois vértices de um retàngulo R estào sobre o eixo x e os outros dois sobre o gràfico de 

JC 

y ~ — x > Considere o cilindro que se obtém girando o retàngulo R em torno 

do eixo x. Determine o retàngulo R de modo que o volume do cilindro seja o maior pos- 
sivel. 

31. Considere duas retas paralelas r e s. Sejam A e C dois pontos distintos de re B um ponto de s. 




Determine Q na reta s de modo que a soma das àreas dos triàngulos APC e QPB seja minima. 
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32. Considere o triàngulo isósceles ABC , com AB — BC. Seja H o ponto mèdio de AC. Determine 
P no segmento HB de modo que a soma das distàncias de P aos pontos A, Be C seja a menor 
possivel. 



Urna particula vai de P a M com velocidade constante u e movimento retilineo; em seguida, 
vai de M a Q com velocidade constante v, também, com movimento retilineo. Mostre que o 
tempo de percurso sera minimo se 

sen a __ sen (3 
u v 

9.7. CoNDigÀo Necessaria e Condkjòes Suficientes para 
Màximos e Minimos Locais 

Sejam/urna fungào epum ponto interior a Dp(p interior a existe um intervalo aberto 

I, com / C £ye p G /). Suponhamos/derivàvel em p. O nosso próximo teorema conta-nos que 
urna condigào necessària, mas nào suficiente, para que p seja ponto de màximo ou de minimo 
locai é que f(p) = 0. A figura abaixo dà-nos urna idéia geomètrica do que falamos acima. 


Pi é o ponto de minimo locai:/' (pj) = 0 
p 2 é o ponto de màximo locai:/' (p 2 ) = 0 
f (P3) = 0’ mas P3 nem é ponto de màximo, 
nem de minimo; pj é ponto de inflexào horizontal 
p 4 é ponto de màximo locai, mas/' (p 4 ) + 0; 
p 4 nào é ponto interior. 
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Teorema 1. Seja/uma fun?ào derivàvel em p, onde p é um ponto interior a Df. 
Urna condiqào necessària para que p seja ponto de màximo ou de minimo locai é que 
/» = 0 . 


Demonstraqào 

Suponhamos que p seja ponto de màximo locai (a demonstraqào sera anàloga se p for 
ponto de minimo locai). Assim, existe r > 0 tal que 

/(*) ^ f(p ) em ] p - r, p + r [ PI D f . 

Como, por hipótese, p é interior a Dp podemos escolher r de modo que ] p - r, p + r [ C D* 
Assim ■' 

f(x ) ^ f(p ) para todox em ] p - r, p + r [. 

Como/é derivàvel em p, os limites laterais 

lim m.-f(pì t ljm fM-flp) 

x —> p + X p X p X ~ p 

existem e sào iguais a/ ' (p ): 

/»= hd. mziM = lim m-iM 

x ~> P + X p x —> p X — p 

Para p < x < p + r, f 0; pela conservacào do sinai 

x- p 

lim 

x —^ x p 

logo,/' (p) 0. 

Para p - r < x < p, - ^ ^ ^ > 0- dai 

x-p 

lim £MzlM >0 

x p~ X — P 

logo,/' (p) s* 0. Como/' (p) & 0 e/' (p) ^ 0 resulta/' (p) = 0. « 

Um ponto/? £ Dj se diz ponto crìtico ou ponto estacionàrio de/se/' (p) = 0.0 teorema 
anterior conta-nos, entào, que se p for interior a Df e/derivàvel em p, entào urna condiqào 

necessària para que p seja ponto de màximo ou de minimo locai de fé que p seja ponto 
crìtico de/. 

Vamos, agora, estabelecer urna condiqào suficiente para que um ponto p seja ponto de 
màximo ou de minimo locai. 
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Teorema 2. Sejam/uma funqào que admite derivada de 2. a ordem continua no 
intervalo aberto Iep G I. 

a) f (p) — 0 e/ " (p) > 0 p é ponto de minimo locai. 

b ) /' (p) = 0 e/ " (p) < 0 => p é ponto de màximo locai. 


Demonstraqào 

a) Como/" é continua em / e/" (p) > 0, pelo teorema da conservalo do sinai, existe 
r > 0 (tal r pode ser tornado de modo que ] p ~ r, p + r [ esteja contido em /, pois estamos 
supondo I intervalo aberto e p e f) tal que 

/ " (x) > 0 em ] p - r, p + r [. 


Segue que/' é estritamente crescente neste intervalo; corno/'(/?) = 0, resulta: 



Logo,/é estritamente decrescente em ]p — r, p\ e estritamente crescente em [p,p + r[. 
Portanto, p é ponto de minimo locai. 

b) Faqa voce. ■ 

Exercicios 9.7 = 

1. Determine os pontos criticos da funqào dada e classifique-os (a classificaqào refere-se a ponto 
de màximo locai, ponto de minimo locai ou ponto de inflexao). 


a)f{x) - — -x 3 — 2x 2 + 3 

4 

c) h (x) = x 3 — 3x 2 + 3x — 1 
e) f (x) = x — 4x 3 + 6x 2 — 4x + 1 



2. Suponha que/admite derivada de 3. a ordem continua no intervalo aberto / e seja p £ /. Prove 
que se/' (p) — /" (p) = 0 e/'" (p) & 0 entào p é ponto de inflexao horizontal. 


3. Suponha que/admite derivada até a 4. a ordem continua no intervalo aberto I e seja p £ /. 
Prove que se/' (p) =/" (p) =/"' (p) = 0 e/ (4) (p) # 0, entào p sera ponto de màximo locai 
se/ (4) (p) < 0 e serà ponto de minimo locai se/^ 4 " 1 (p) > 0. 
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4. Generalize os resultados obtidos nos Exercfcios 2 e 3. 

5. Seja/derivàvel em [Ri e seja g dada por g (x) = ^ x + 0. Suponha que p é ponto de mà¬ 
ximo locai de g. 

a) Prove que p f (p ) - f(p) = 0. 

b) Prove que a reta tangente ao gràfico de/no ponto de abscissa p passa pela origem. 

6. Suponha que /seja derlvàvel até a 2. a ordem em IR e tal que para todo x 

f"(x)+xf'(x) = 1. 

a) Prove que/nào admite ponto de màximo locai. 

b) Prove que, se/admitir um ponto critico x 0 , entào x 0 sera ponto de minimo locai. 

c) Prove que/poderà admitir no màximo um ponto critico. 

7- Suponha que/seja derivàvel até a 2. a ordem em IR e tal que para todo x 

xf" (x) +/' (x) = 2. 

a) Prove que, se x 0 for ponto de màximo locai, entào x 0 < 0. 

b) Prove que, se x 0 for ponto de minimo locai, entào x 0 > 0. 

c) Prove que/ (x) > 0 para todo x. 

(Sugestào. Observe que/' (0) - 2.) 

8. (Teorema de Darboux.) Suponha g derivàvel em [a, b], com g ' (a) < 0 e g ' (b) > 0. Prove que 
existe c em ]a, b[ tal que g ' (c) = 0. Interprete geometricamente. 

(Sugestào: Verifique que o valor minimo g (c) de g em [a, b] é tal que g (c) < g (a) e 
g (c) < g (b).) 

9. Suponha g derivàvel no intervalo 7 e tal que g ' (x) # 0 em todo x de I. Prove que 

g ' (x) > 0 em todo x £ / 
ou 

g ’ (x) < 0 em todo x £ /. 

10. Suponha g derivàvel em [a, b ] e seja m tal que g ' (a) < m < g ' ( b ). Prove que existe c em ]a b[ 
tal g'( c )-m. 

(Sugestào: Aplique o Exercfcio 8 à fungào f(x ) = g (x) — mx.) 

11. Seja y =/(x) urna fungào derivàvel até a 2. 4 ordem no intervalo aberto /, tal que para todo x E /. 

f" (x) + xf (x) - [f(x) J 2 = 0 
f(x) * 0. 

a) Verifique que f"é continua em /. 

b) Prove que/nào admite ponto de màximo locai em 1. 

12. Seja y ~f(x) derivàvel até a 2. a ordem em ] —r, r[,r> 0, tal que, para todo x £ ] -r, r [, 

/"(x)+/'(x)-x[/(x)] 2 = 0. 

Suponha, ainda, que/(0) = 0e/' (0) = 1. 

a) Prove que/nào admite ponto de màximo locai em ] 0, r ]. 

b) Prove que/nào admite ponto de minimo locai em ] ~r, 0 ]. 

c) Prove que/é estritamente crescente em J -r, r ]. 
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9.8. Màximo e Minimo de Fungào Continua 
em Intervalo Fechado 

Seja/urna fungaci continua no intervalo fechado [a, b], O teorema de Weierstrass (veja 
Cap. 5) garante-nos que/assume em [a, b ] valor màximo e valor minimo. Vamos descrever, 
a seguir, um processo bastante interessante para determinar os valores màximos e mmimos de 
/em [ a , b]. Suponhamos/derivàvel em ]a, b[. Seja/Q?) o valor màximo de/em [a, b]\ deste 
modo, p ou é extremidade de [ a, b\ ou p £ ]a, b[\ se p £ ]a, b[, pelo teorema 1 da segào ante¬ 
riori/' (p) — 0. Segue que, para se obter o valor màximo de fem [a, b], é suficiente comparar 
os valores que f assume nas extremidades de [a, b] com os assumidos nos pontos criticos que 
pertencem a ]a, b[. O valor màximo de fem [a, b] sera entào o maiordesses valores. Eviden¬ 
temente, o valor minimo de fem [a, b ] sera o menor daqueles valores. 

Deixamos a seu cargo descrever um processo para se determinar os valores màximos e 
minimos de/em [a, b], no caso em que/é continua no intervalo fechado [a, b] e nào derivàvel 
em apenas um nùmero finito de pontos de [a, b\. 


Exercicios 9.8 — ... 

Determine os valores màximos e minimos (caso existam) da fungào dada, no intervalo dado. 

4 

1. /(x) = — - x 3 - 2x 2 + 3 em [-2, 3], 

4 

2. g (x) = x 3 - 3x 2 + 3x - 1 em [-2, IJ. 

5 4 

3. f( x ) = ----x 3 + 4x 2 - 4x + 1 em [-3, 3]. 

5 2 

4. f(x) = sen x - cos x em [0, tt]. 

5. f (x) - ^/x 3 - 2x 2 em [- 1, 2]. 

6. /(x) = 1 —y em ]0, 2[. 

x 3 - 2x 2 



10 


Primitivas 


10.1. RELAgÀO ENTRE FUNgÒES com Derivadas Iguais 

Jà sabemos que a derivada de urna fungào constante é zero. Entretanto, urna fungào pode 
ter derivada zero em todos os pontos de seu dominio e nào ser constante; por exemplo 

[ 1 se x > 0 

/ 00 = 

[—1 se x < 0 

é tal que/' (r) = Oem todo x no seu dominio, mas/nào é constante. O próximo teorema, 
que é urna consequència do TVM, conta-nos que se/tiver derivada zero em todos os pontos 
de um intercalo, entào/sera constante neste intervalo. 

Teorema . Seja/continua no intervalo l. Se/' (x) = 0 em todo x interior a 1, entào 
existirà urna constante k tal que/(x) = k para todo x em I. 


Demonstragào 

Seja x 0 um ponto fixo em I. Vamos provar que, para todo x em 7,/(x) = /(x 0 ), o que 
significarà que/é constante em I. Para todo x em 7, x =£ x 0 , existe, pelo TVM, um x perten- 
cente ao intervalo aberto de extremos x e x 0 tal que 

f(x) ~ /(* 0 ) = / ' ( X ) (X - Xq). 

(Observe que de acordo com a hipótese,/é continua no intervalo fechado de extremos x e x 0 
e derivàvel no intervalo aberto de mesmos extremos.) 
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Como x é interior a I, pela hipótese/' (x ) = 0, logo 

/(x)-/(x 0 ) = 0 ou /(x)=/(x 0 ) 

para todo x em 7. Tornando-se k = /(x 0 ), resulta o teorema. ■ 

Como consequència deste teorema, provaremos que se duas fungòes tiverem derivadas 
iguais num intervalo, entào, neste intervalo, elas diferirào por urna constante. 

Corolario. Sejam/e g continuas no intervalo I. Se/ ' (x) = g ' (x) em todo x interior 
a I, entào existirà urna constante k tal que 

g(x)=f(x) + k 

para todo x em I. 

Demonstragào 

A fungào h(x) = g (x) — /(x) é continua ernie para todo x interior a 7, 
h ' (x) = g ' (x) — /' (x) = 0. Pelo teorema anterior, existe urna constante k tal que 

g (x) ~/(x) = k ou g (x) =/(x) + k 

para todo x em I. 

Observamos que se/e g satisfizerem as hipóteses do corolario e se/(x 0 ) = g (x 0 ) para 
algumxg e I, entào/(x) = g (x) para todo x G /. De fato, pelo corolario, existe k tal que 

g(x) =/(x) + k 

para todo x em 7. Em particular, g (x 0 ) = /(xq) + k, logo k = 0. Portanto, g (x) =/(x) em /. 

Jà vimos que se/(x) = e x ,x G IR, entào,/' (x) = e x , ou seja, a fungào/(x) = e x goza da 
seguinte propriedade: a sua derivada é eia pròpria. O próximo exemplo nos mostra que as 
unicas fungoes que gozam desta propriedade sào as fungóes da forma/(x) = ke x , onde k é 
urna constante. 

EXEMPLO 1. Seja/definida e derivàvel em IR e tal que, para todo x,/ ' (x) = /(x). Prove 
que existe urna constante k tal que, para todo x, tem-se/(x) = ke x . 

Solugào 

f(x) 

A idéia para a prova é considerar o quociente-e mostrar que a sua derivada é zero. 

e x 

Temos 

( /(*) Y_ f\*)e x ~fO)e x 


e* ì 







EXEMPLO 2. Determine y - f(x), x E IR, tal que 

dy 

~ = y e /(0) = 2. 

dx 

Solugào 

dy x 

— - y <=> y = k e , k constante. 

dx 

Assim, a /procurada é da forma /(*) = ke x , com k constante. A condilo/(0) = 2 nos 
permite determinar a constante k. De fato, de/C*) - fce* segue/(0) = £e, portanto, * = 2. 
A fungào que satisfaz o problema dado é, entào,/Qt) - 2e x . Ou seja, y = 2e x . ■ 

, Consideremos, agora, a fungào/ (x) = c 0 *, a constante. Temos/ '(*) = <* ou seja, 
/ (x) - a/(x). Raciocinando corno no Exemplo 1, prova-se (veja Exercfcio 1) que as uni- 
casfungòes que satisfazem a equaqào / ' (x) = «/(*), x e Rea constante, sào as fungòes 
da forma/(x) — ke ,k constante. Ou seja, sendo a constante, tem-se 

dy nr 

- - ocy <=>y = ke ,k constante 

dx 

ou 


f'OÒ — af(x ) <=>/ (x) — ke 0 ^, k constante 
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EXEMPLO 3. Determine a fungào y = y (x), x£R, que satisfaz as condifòes 


Solugào 


~ = 3y e> ( (0) = — 1. 
dx 


— = 3y <=» y = ke 3x (k constante). 
dx 


Da condilo y (0) = — 1, resulta k = - 1. A fungào procurada é y — -e óx , x G IR. ■ 

EXEMPLO 4. Determine urna fungào y = f (x), definida num intervalo aberto /, com 
1 G /, tal que/(l) = 1 e, para lodo x em /, 

d y 

-f = -*>’• 

dx 

Solugào 


Devemos ter, para todo x em /, 


/' (x) = */(*). 


Como a fun?ào/deve ser derivàvel em /, resulta que/deve ser, também, continua em I. 
Entào, a condiqào/( 1) = 1 e o teorema da conservalo do sinai garantem-nos que, para x 
próximo de 1, devemos ter/(x) > 0. Vamos, entào, procurar/, definida num intervalo aber¬ 
to I, e que, neste intervalo, satisfa 9 a a condono f(x) > 0. Temos, entào, 

rw- XtXCI ' 


Lembrando que [ ln/(x) ] ' = 


e que — = x, resulta 


[in /(*)] 


para todo x em /. Como as derivadas das fun 9 Òes ln/(x) e — sào iguais em /, do corolàrio 
acima resulta que existe urna constante k tal que, para todo x em /, 


In f(x) 


Da condÌ 9 ào/(l) = 1, segue 
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e, portanto, k = — —. Assim, a fun^ào 

1 — 

y = — e 2 , x G M, 

■\i e 

satisfaz as condigòes dadas. (Observe que està é urna fungào satisfazendo as condìgòes da- 
das. Sera que existe outra? Como veremos no Cap. 13, està é a ùnica fungào defìnida em IR 
e satisfazendo as condi^òes dadas.) B 

EXEMPLO 5. Determine urna fungào y = /(x), defìnida num intervalo aberto 7 , com 
1 e /, tal que/(1) = — 1 e, para todo x em 7 , 


Soluqào 

Devemos ter, para todo x em 7 , 

/'(*) = 2 [/CO] 1 2 . 

A condÌ 9 ào/(l) = -1 permite-nos supor/(jc) < 0 em 7 . Temos, entào, 

l/Wr 2 / , W = 2,tG7. 

Lembrando que {-[/Oc)] _1 }' = [/(x)]" 2 /' (x) e que (2x)’ = 2 , resulta 

{-[/Wr ] }' = (2x)',xe7. 

Pelo corolàrio, existe urna constante k tal que, para todo x £ 7, 

- t/C *)] -1 = 2x + Jfc. 

Da condi ? ào/(l) = -1, segue k = -1. A fun^ào 

satisfaz as condigòes dadas. (A condilo x > — é para garantir que 1 pertenga ao dominio 
de/.) 2 . 

Exereidos 10.1 __ 


1. Seja/. IR —» IR, derivàvel e tal que para todo x,f (x) — a f (x), « constante nào nula. Prove que 
existe urna constante k, tal que, para todo x,/(x) - k t j0U . 

2. Determine >- = f(x), x G IR, tal que 

/' (x) - 2f(x) e /( 0 ) = l. 


(Sugestào: Utilize o Exercfcio 1 .) 
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3. Urna particula desloca-se sobre o eixo 0x, de modo que em cada instante t a velocidade é o dobro 
da posifào x = x (t). Sabe-se que x (0) = 1. Determine a posi§ào da particula no instante t. 

4. A fungào y =/(x), x £ IR, é tal que/(0) — 1 e/' (x) = -2/(x) para todo x. Esboce o gràfico 
de/. 

5. Sejay — /(x), x £ K, derivàvel até a 2.* ordem e tal que, para todo x, /" (x) +/(x) = 0. Seja 
g dada por g (x) = /' (x) sen x - /(x) cos x. Prove que g é constante. 

6 . Seja/: IR —» IR derivàvel até a 2. a ordem e tal que, para todo x, f" (x) + /(x) = 0. Prove que 
existe urna constante A tal que 

/(x) — A cos x 
sen x 

para todo x em ]0, i r[. Conclua que existe urna outra constante B tal que, para todo x em 
J0, 7 r[,/(x) = A cos x + B sen x. 

(Sugestào: Utilize o Exercicio 6 .) 

7. Seja/ : IR —> IR derivàvel até a 2. a ordem e tal que, para todo x,f” (x) - /(x) = 0. 

a) Prove que g (x) = e x [f ' (x) — /(x) ], x £ IR, é constante. 

f(x)-Ae~ x 

b) Prove que existe urna constante A tal que, para todo x, - - 0. 

j_ e x 

c) Conclua de (b) que existe urna outra constante B tal que/(x) = A e x + B e x , para todo x. 

8 . Sejam/e g duas fun 5 òes definidas e derivàveis em IR. Suponha que/(0) = 0, g (0) = le que 
para todo x 

/'(x) = g(x) e g'(x)=-/(x). 

a) Mostre que, para todo x, 

(f{x) - sen x ) 2 + (g (x) - cos x ) 2 = 0 . 

b) Conclua de (a) que/(x) = sen x e g (x) = cos x. 

9. Utilizando o Exercfcio 1, determine a unica fun§ào y — >■ (x), x £ IR, que satisfarà as condi- 
9 Òes dadas. 



a) — = 2 y e y ( 0 ) = 1 
dx 


b) — = -y e y (0) = -1 

dx 


dy l 

O 7 - = -y e >’( 0 ) = 2 
dx 2 


d) ~ y e y( 0 ) — —— 
dx l 


10. Determine a fun?ào cujo gràfico passe pelo ponto (0,1) e tal que a reta tangente no ponto de 
abscissa x intercepte o eixo Ox no ponto de abscissa x + 1. 
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11. Determine urna fun?ao y — /(x), definida num intervalo aberto, satisfazendo as condÌ 9 òes dadas 


«>£ = 4. >C0»= l 

dx y 3 


b) — = y sen x, y (0) = 1. 
dx 


12. Seja/: IR —> R derivàvel até a 2. a ordem e tal que, para todo x, 


/"(*) = “/(*). 


a) Mostre que, para todo x, 


[(/W + (/(x)) 2 ] = 0 


b) Conclua que existe urna constante E tal que, para todo x, 
lf (*)] 2 + [/(x)] 2 = E. 

13. Sejam/(f), g(t)th (t) fun^òes derivàveis em IR e tais que, para todo t, 


g'(t) = -f(t)~ h(t) 
h’(t) = g(t). 


Suponha que/(0) = g (0) = h (0) = 1. Prove que, para todo t, 

+ + [h(t)] 2 = 3 

14. Sejam/(r) e g ( t ) fun 9 òes derivàveis em R e tais que, para todo t. 



f/'(0 = 2g(t) 

U '(0 ^ ~/( 0 . 


Suponha, ainda, que/(0) = 0 e g (0) = 1. Prove que, para todo t, o ponto (f(t), g (r)) pertence 
x 2 

à elipse-1- y 2 =1. 

10.2. Primitiva de uma FuNgÀo 

Seja/urna fungào definida num intervalo 1. Uma primitiva de/em / é uma frn^ào F 
definida em /, tal que 

F'(x)=f(x) 

para todo x em /. 





Primitivas 291 


1 3 i 

EXEMPLO 1 .F(x)~ — x é uma primitiva de /( x) = x em IR, pois, para todo x em R, 

F' (*)= jj* 3 ' =x 2 . 

1 3 2 

Observe que, para toda constante k, G (x) = - x + ké, também, primitiva de /(x) = x . 

3 ■ 

EXEMPLO 2. Para toda constante k, F(x) = 2x + ké primitiva, em IR, de/(x) = 2, pois, 

F ' (x) = (2x + k)' = 2 

para todo x. ■ 

Sendo F uma primitiva de/em /, entào, para toda constante k, F (x) + k é, também, pri¬ 
mitiva de/. Por outro lado, corno vimos na se^ào anterior, se duas fun?òes tèm derivadas 
iguais num intervalo, elas diferem, neste intervalo, por uma constante. Segue que as primi¬ 
tivas de/em / sào as fungòes da forma F (x) + k, com k constante. Diremos, entào, que 

y = F (x) + k, k constante, 

é afamilia das primitivas de/em I. A nota?ào J/(x) dx sera usada para representar a famf- 
lia das primitivas de /: 

J/(x)d!x = F(x) + k. 

Na notagào J /(x) dx, a fun^ào/denomina-se integrando. Uma primitiva de/serà, tam¬ 
bém, denominada uma integrai indefinida de/ É comum referir-se a j*/(x) dx corno a inte¬ 
grai indefinida de / 

Observa^ào. O dominio da fun 9 ào / que ocorre em J / (x) dx deverà ser sempre um inter¬ 
valo; nos casos em que o dominio nào for mencionado, ficarà implicito que se trata de um 
intervalo. 

EXEMPLO 3, Calcule. 


a) J x 2 dx. 


Solugào 


n -, j* ^3 

a) —x 3 = x 2 . Logo, j x 2 dx = — + k. 

b ) O integrando é a funyào constante /(x) = 1. Entào 




= 1 • dx = x + k 


pois, (x)' = 1. 
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Soluqào 


ou seja. 


e, portanto. 


f y-5 + 1 y~ 3 + 1 

I (jc 5 + x 3 + 4)dx =-h-— + 4 x + k 

J 5+1 -3+1 



dx 


jc- 2 

-+ 4 x + k 

2 



~Xr + 4 x + k. 
2x 2 


EXEMPLO 8. Calcule f -dx, x > 0. 

J x 

Soluqào 

[ — dx = (in x)+ k (x> 0) 

J x 

pois (In x + &)' = —. ■ 

x 

Seja a um reai fìxo. Dos Exemplos 4 e 8 resulta 



EXEMPLO 9. Calcule 
Soluqào 

ou seja. 
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EXEMPLO 10. Seja a um reai fixo, a A 0. Calcule J e** dx. 


Solugào 


—logo, 
ot j 


EXEMPLO 11. Calcule. 


e ax dx = — e ax +k. 


b ) J e 2x dx. 


Solugào 


a) J e x dx = e x + k. 


b) f e 2x dx = — e 2x + k. 

J 2 


EXEMPLO 12. Determine y — y Oc), x E IR, tal que 


Solugào 


Assim, 


— = x 2 <=> y = \x 2 dx. 
dx J 


y = ~ + k. m 

Vimos, ao final da sefào anterior, que se F ' (x) = G ' (a) para todo x no intervalo I e se, 
para algum a 0 em /, F (a 0 ) = G (a 0 ), entào, F (a) = G (a) em I. Segue deste resultado que se 
/admitir urna primitiva em / e se a 0 , >> 0 forem dois reais quaisquer, com x 0 E /, entào exis- 
tirà urna ùnica fun^ào y = y (a), a E /, tal que 


■ = /( x), a e/, 


y(xo)=y 0 . 


EXEMPLO 13. Determine a ùnica funsào y = y (a), definida em R, tal que 


[y( 0) = 2 . 
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Solugào 


y = J x 2 dx = -^x 3 4- k. 


A condi?ào y (0) = 2 significa que, para a = 0, devemos tery = 2. Vamos determinar k 
para que està condilo esteja satisfeita. 

1 , 

Substituindo, entào, em y = — + k, x por 0 e y por 2, resulta k = 2. Assim, 

1 -s 

y = -x 3 + 2. m 

EXEMPLO 14. Determine a fun?ào y = y (a), a E IR, tal que 


Solugào 


Assim, 


= a + 1, y (0) = 1 e / (0) = 0. 


■ — A + 1 => — = f (A + 1) dx. 
dx J 


±.*. +x + kl . 

dx 2 


Para se ter y ’ (0) = 0 ou — = 0, é preciso que k { = 0. Assim, 

dx\ x = 0 

^ = ^ + x 
dx 2 


y = l[T +x r = T + T +h - 

Para = fi a cond^ào inicial jy (0) = 1 se verifica. Assim, 

A 3 A 2 

y = T + T + .. 

EXEMPLO 15. Urna partfcula desloca-se sobre o eixo a e sabe-se que no instante t,t^ 0, 
a velocidade é v (/) = 2t + 1. Sabe-se, ainda, que no instante t = 0 a partfcula encontra-se 
na posilo a = 1. Determine a posilo a = a (r) da partfcula no instante t. 

Solugào 


= 2t + 1 e a (0) = 1. 
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Temos: 

^ = 2r + l =»* = j(2t + ì)dt = t 2 + t + k. 


Para & 

= 1 , teremos x — 

1 para t = 0. Assim, 




+ 

II 

* 

+ 1. 

Exercieios 10.2 - 



1. Calcule. 



-a) ( 

f £ 

»>J 

3 dx 

Oj 

[ (3a + 1) dr 

d >! 

(x 2 + A + l)dx 

e) 

f * 3 <fe 

»! 

( X 3 + 2x + 3 )dx 

#) < 

fp* 

h >! 

('♦p)* 

'■>1 

V* dx 

»!' 

\fx dx 

«I 

{ x+ ^y 

m) J 

(2 + tfc)dx 

" J J 

(ax + &) dx, aeb constantes o) J 

^ 3a 2 + x + 

P >J 

f(^ + p)* 

.)/ 

( 2 3 \ 

' - + —\dx 

V X X 2 ) 

r) JoVj?" + 3)<& 

•>/( 

y-p)* 

r 

x 2 + 1 




uX 

X 




2. Seja a ± 0 uni reai fixo. Verifique que 
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3. Calcule. 


a) J e 2x dx 

b) J <?“* dx 

c) | (a + 3 e x )dx 

d) | cos 3x dx 

e) j" sen 5x dx 

f ) | ( e 2x + è~ lx )dx 

g ) J (x 2 + sen x)dx 

h) J (3 + cos x)dx 

f « x + « -x ±x 

i) f — dx 

°J 2 dx 


l ) J (sen 3x + cos 5x)£it 

m) J ( + e * )***’ X 

n) J sen y dx 

o) | cos dx 

p) J (tfx + cos 3x)dx 

q) J (x + e 3x )dx 

r) J (3 + e~ x )dx 

s) j 5e lx dx 

/) | (1 - cos 4 x)dx 

u) J ^ 2 + sen - j j dx 

Verifique que 


a) f * ._^=- dx - are sen x + k, 

J ^1 - x 2 

- 1 < x < 1 

b) f — dx = are tg A + k 

J 1 + X 2 


. Determine a fun$ào y = y (x). 

tal que 


a) — = 3jc - 1 e y (0) = 2 è) ^ = x 3 - x + 1 e >• (1) = 1 

dx dx 


c) = cos x e y (0) = 0 d) — = sen 3* e y (0) = 1 

dx àx 

e) Ì = ix + 3e y (—1) = 0 f) ^ = e~ x e y (0) = 1 

dx 2 


298 Um Curso de Càlculo — Voi. 1 


6. Determine a fungào y = y (x), x > 0, tal que 


dy 1 

a ) — = —r e y (1) - 1 
dx x 2 


dy 1 

b) — = 3 + - e y (1) = 2 
dx x 


dy 1 

c) = x + — e y (1) = 0 
or Vx 


.. dy 1 1 

rf) — = - + — e > (1) = 1 
dx xx 2 


7. Urna partfcula desloca-se sobre o eixo x com velocidade v(/)-( + 3,?s0. Sabe-se que, no 
instante t = 0, a partfcula encontra-se na posilo x = 2. 

a) Qual a posilo da partfcula no instante tl 

b ) Determine a posigào da partfcula no instante t = 2. 

c) Determine a aceleragào. 

8 » Uma partfcula desloca-se sobre o eixo x com velocidade v (r) = 2f - 3, / » 0. Sabe-se que no 
instante t ~ 0 a partfcula encontra-se na posigào x = 5. Determine o instante em que a partf¬ 
cula estarà mais próxima da origem. 

9. Uma partfcula desloca-se sobre o eixo x com velocidade v (/) = at + v 0 , t 0 (a e v 0 constan- 
tes). Sabe-se que, no instante t= 0, a partfcula encontra-se na posilo x = x n . Determine a 
posifào x = x (0 da partfcula no instante t. 

10. Uma partfcula desloca-se sobre o eixo x com fungào de posilo x - x (t), t 0. Determine 
x — x it), sabendo que 


a) — = 2t + 3 e x (0) - 2 
dt 


b) v (t) — i 1 e x (0) = -1 


c) ~TT - 3, v (0) = 1 e jc (0) = 1 d) —2- = e ',v(0) = 0er(0) = 


d 2 x 

e > ~ cos 2t * v (0) = 1 e * (0) = 0 /) —2" = 3f, v (0) = 0 e x (0) = 0 

. dx 1 

8 ) — = - - 2 e x(0) = 0 

dt 1 + t 2 


11 Esboce o gràfico da fungao y = y (x), x £ IR, sabendo que 


a) -2- = 2x - 1 e y (0) = 0 
dx 


b) = -4 cos 2x,y (0) = 1 e y’ (0) = 0 
dx* 


-7T = « *.? (0) = 0 e (0) = -1 rf) — = —e y(0) = 0 

dx I 4- x 2 
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Integral de Riemann 


Neste capftulo introduziremos o conceito de integrai de Riemann e estudaremos algumas de 
suas propriedades. A integrai tem muitas aplicagòes tanto na geometria (càlculo de àreas, com¬ 
plimento de arco etc.) corno na fisica (càlculo de traballio, de massa etc.), corno veremos. 

11.1. PARTigÀO DE UM INTERVALO 

Uma partigào P de um intervalo [a, b] é um conjunto finito P = {x 0 , x 1 ,x 2 , ...,x„} onde 
a = xq< x \<x 2 < ... < x n = b. 

Uma partigào P de [a, b] divide [a, b] em n intervalos [ x ; _ ^xj, i = 1,2,..., n. 

i-1-1-—-1-1--1-1 

a = x 0 x x x 2 x,_, X; x„_! x a = b 

A amplitude do intervalo [ x i _ 1? x f - ] serà indicada por Ax f = x ( - - x f _ ì . Assim: 

Axj = X] — x 0 , Ax 2 = x 2 - xj etc. 

Os numeros Axj, Ax 2 , ..., Ax„ nào sào necessariamente iguais; o maior deles denomina- 
se amplitude da partigào P e indica-se por màx Ax ( -, 

Uma partigào P = {x 0 , X|, x 2 , ..x„} de [a, b ] serà indicada simplesmente por 

P : a = x 0 < xj < x 2 < ... < x n — b. 

11.2. Soma de Riemann 

Sejam/urna fungào definida em [a, b] e P : a = x 0 < x t < x 2 < ... < x n = b uma par¬ 
tigào de [a, b]. Para cada indice j (/ = 1,2, 3. n) seja c i um nùmero em [x, _ 1? x f ] esco- 

lhido arbitrariamente. 
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Pois bem, o numero 

X /(c f ) Axj =f(c l ) Ax 1 + /(c 2 ) A *2 + ... + /(c„) Ax„ 
i = 1 

denomina-se soma de Riemann de/, relativa à partilo P e aos numeros c r 

Observe que, se/(£/> > 0,/(c f ) Ax ; serà entào a àrea do retàngulo R t determinado pelas 
retas x = x t _ j, x = x,-, >’ = 0 e y = /(c ( ); se /(</) < 0, a àrea de tal retàngulo serà —/(c f ) Ax f -, 



Geometricamente, podemos entào interpretar a soma de Riemann 

X f (C[) Axj 
1 = 1 

corno a diferenga entre a soma das àreas dos retàngulos R i que estào acima do eixo rea 
soma das àreas dos que estào abaixo do eixo x. 



Seja F urna funfào definida em [a, b ] e seja P : a = x 0 < jq < x 2 < x 3 < x 4 = b urna 
partilo de [a, b]. O acréscimo F (b) — F (a) que a F sofre quando se passa de x = a para 
x = bé igual à soma dos acréscimos F (x,-) - F (x t _ j) para i variando de 1 a 4: 

F (b) — F (a) = F (;c 4 ) - F (x 0 ) = [F(x 4 ) - F (x 3 )] 4- [F (x 3 ) - F (x 2 )] + 

[F(x 2 ) -F^)] + [F( jtj) -F(x 0 )]. 



Isto é: 
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De modo geral, se P: a - x 0 < Xj < x 2 < ... < x„ = M'or urna part^ào de [a> b], entào 

F(b)-F(a) = £ [F(xj) - F(x,--i)l 
i = l 

EXEMPLO. Sejam Fe/definidas em [ a, b] e tais que F' =/em [ a, b J; assim Fé urna 
primitiva de/em [ a, b j. Seja a partilo P : a = x 0 < x, < x 2 < ... < x n = b de [ a, b j. 
Prove que escolhendo convenientemente c, em [ x ( - _ j, ] tem-se 

F(b)-F(a)= £ f(ci) Axì. 

i= ] 

Solugào 

Pelo que vimos acima 

F(b)-F(a) = £ rF(x,)-F(x,_,H 

i = l 

Pelo TVM, existe c, em [jq _ v x,] tal que 

F (x f ) - F(Xj _ ,) = F' ( c,) (jc, - x t _ ,) 

e corno F’ =/em [a, b] e Ax ( = x,- - x t _ x resulta 

F(b)-F(a)= £ /(?,) A*/. B 

i = l 

Suponhamos, no exemplo anterior, que/seja continua em f a, b]Q que os Ax ( - sejam sufi- 
cientemente pequenos; assim, para qualquer escolha de c ; - em [x f _ ,, x,■],/(/,) deve diferir 

n 

multo pouco de/( c, ). E razoàvel, entào, que nestas condi^òes X /(c,) A Xj seja urna boa 
avalia^ào para o acréscimo F (b) — F (a), isto é: 

F(b) - F(a) ss X f( Cj ) Ax,-. 

f = 1 

É razoàvel, ainda, esperar que a aproxima^ào acima serà tanto melhor quanto menores 
forem os A*,. Veremos mais adiante que, no caso de/ser continua em [a, b], 

F(b ) - F(a) = lim X /(c,) Ar,. 

max Ax,'->0 / = ] 

onde màx Ax { - indica o maior nùmero do conjunto {Ax r -1 i — 1, 2,..., «} 

O sentido em que tal limite deve ser considerado sera esclarecido na próxima segào. 
Observe que màx Ax,- —» 0 implica que todos os Ax ; tendem também a zero. 

Vejamos urna versào cinemàtica do que dissemos anteriormente. Consideremos urna 
particula deslocando-se sobre o eixo Ox com fun^ào de posifào x = x (t) e com velocidade 
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v = V (t) continua em [a, b]. Observe que * = x (f) é urna primitiva de v = v (f). Seja 
a = *o < h < h < <t n = b uma parti^ào de [a, b] e suponhamos max \t i suficiente- 
mente pequeno (o que implica que todos os A t ( sào suficientemente pequenos). Sendo c, um 
instante qualquer entre t i _ L e q-, a velocidade v (c f ) é um valor aproximado para a velocida- 
de mèdia entre os instantes t { _ l e tf. 

A y ■ 

v(q) = ou A*, = v(c, ) A ti 

liti 

(observe que, pelo TVM, existe um instante c, entre t i _ ì e ?■ tal que Ax,- = v ( c,) A/,), onde 
Ar f - é o deslocamento da partfcula entre os instantes t f __ j e q. Como a soma dos desloca- 
mentos Ax ( , para i variando de 1 a n, é igual ao deslocamento x(b)~x (a), resulta 

n 

x{b)~x(a)= X v(c,-)Ar ( - 

, i = l 

É razoàvel esperar que, à medida que as amplitudes Ar- tendam a zero, a soma X v (c* ) Af t 
tenda a x (b) - x (a): , = 1 

n 

x (b) - x (a) = lim X v (c, ) Ar,-. 

max Al. —> 0 / = 1 

11.3. INTEGRAL DE RlEMANN: DEFINITO 

Sejam/uma fun?ào definida em [a, b] e L um numero reai. Dizemos que X /(c,- ) Ax, 
tende a L, quando max Ax,- —» 0, e escrevemos 1 = 1 

« 

lim X /(c,) A xi = L 

max Ax^-»0 j * i 

se, para todo e > 0 dado, existir um 8 > 0 que só dependa de e mas nào da particular esco- 
lha dos c { -, tal que 

n 

X /(cy)Ax,- — L < 6 

i = l 

para toda partilo P de [a, b], com max Ajq < 8. 

Tal nùmero L, que quando existe é ùnico (verifique), denomina-se integrai (de Riemann) 

c b 

de/em [a, b] e indica-se por /(x) dx. Entào, por defin^ào, 

Ja 



f b 

Se f(x)dx existe, entào diremos que fé integràvel (segundo Riemann) em [a, bl É 

rb 

comum referirmo-nos a f(x)dx corno integrai definida de/em [a, b]. 
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Demonstraqào 


a) Para toda partiqào P de \a, b] e qualquer que seja a escolha de c- em [jq _ t , xj 

Ì if(Ci) + g(Ci )] Ax,- — [ f(x)dx + f b g(x)dx ^ X f(q) Ax ( - - f f(x)dx + 
i = l l J a Ja J r = t J a 

n eb 

X £(C;)Ax; - g(x)dx . 
i = l J a 

Da integrabilidade de/e g segue que dado e > 0 existe 8 > 0 tal que 



n eb € 

X gfojAx; - g{x)dx < — 

1 = 1 J a 2 

para toda partigào P de [a, b] com max Ax; < 8. Logo, 

I [/(c/) +g(c/)] Ax,- - f /(x)<& + f g(x)dx <6 
i' = l L Ja Ja J 

para toda partilo P de [a, b ] com max Ax^ < 8. Assim, 

lim X [/(c,-) + g (e,)] Axì = f f(x)dx+ f g (x) dx 

max Ax, —» 0 i = 1 Ja Ja 
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ou seja,/ + g é integràvel e 

eb 


f U(x) + g(x)]dx= f f(x)dx+ [ g(x) dx. 

Ja J a J a 

b ) Fica corno exercfcio. 

c) Como f(x) 5* 0 em [a, b ], para toda partigào P de [a, b] e qualquer que seja a escolha dos c i 


£ /(q) A Xi >0. 

/ = 1 

f* f A 

Se tivessemos /( x) dx < 0, tomando-se e > 0 tal que /(*) dx + e < 0, existiria 

Ja J a 

um £ > 0 tal que 

f f(x) dx - e < X /(q) Axj < f f(x) dx + e 
J a i = 1 Ja 

para toda partigào P de [a, b] com max A Xj < 8. Assim, para alguma partigào P teriamos 

n 

X /(q ) Axj < 0. 

1 = 1 

que é urna contradigào. 

d) Para toda partigào P de [a, b], com c £ P, 


1 J 

-•—i— +- 


c m C m + 1 

1 i 


a x, x, x m _ 


m - l C X 

X„, 


m + 1 




n - 1 


temos 


X^ fifii) Aq - ^ J f(x)dx + J f(x)dx 

™ re n *b 

X /(q)Aq - f{x)dx + £ /(q)Aq - [ f(x)dx 

i= 1 Ja i = m +1 J C 


Como, por hipótese,/é integràvel em [a, c] e em [c, b], dado e > 0, existe 8 > 0 tal que, 
para toda partigào P de [ a, b], com c G P, e max Ajc ; < 8 


m fc 

X f(Ci)Axj - f(x)dx 
i — 1 Ja 


e 

< — 
2 


X /(q)Aq - 

i = m J c 


< — 

2 
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e, portanto, 


X /(q) Ax, - 

/ = I 


f /(x)fltx + f /(*)<& 

Jc 


< e. 


Segue, entao, da integrabilidade de/em [a, b\ que [ f(x) dx = [ f(x) dx + [ f(x ) dx 
(Por què?) ■ 


11.5. l.° Teorema Fundamental do Càlculo 

De acordo com a definigào de integrai, se/for integràvel em [a, b], o valor do limi¬ 
te 

Hm X /(q) Aq 

max Ax i —> 0 ; = i 

rb 

sera sempre o mesmo, independentemente da escolha dos q, e igual a f(x) dx. Assim, 

Ja 

se, para urna particular escolha dos q, tivermos 


n 

lim X /(q) Axì = L 

màx Ar ( - —» 0 / = j 

rb 

entao teremos L ~ I f(x) dx. 

Ja 

Suponhamos, agora, que/seja integràvel em [ a, b ] e que admita urna primitiva F (x) em 
[a, b], isto é, F'(x) =/(x) em [a, b]. Seja P :a- xq<x^<x 2 < ...<x n = b urna partigào 
qualquer de [a, b]. Jà vimos que (veja exemplo da Segào 11.2) 

F (b) — F (a) = X [F (jc,) - F (x,- _ j)]. 

i = i 

Segue, entao, do TVM, que, para urna conveniente escolha de q em [ x, _ t , jq j, teremos 


F(b)-F(a)= X E'(q)Ax f 

i = i 

ou 


® F(6)-F(fl)= X /(q) Axj-, 

i = i 

Se, para cada partigào P de [a, b], os q forem escolhidos corno em (T), teremos 


n 

lim X /(q) A x ( = F(b)~ F (a) 

max Ax- —> 0 / = 1 
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e, portanto, 


Fica provado assim o 


f b f(x)dx = F(b)~ F(a). 

Ja 


l.° teorema fundamental do cdlculo 

Se/for integràvel em [a, b J e se F for urna primitiva de/em [a, b], entào 
\ b f(x)dx = F(b)-F(a). 

Ja 


Provaremos mais adiante (veja Apèndice 4) que loda fun?ào continua em [a, b]é inte¬ 
gràvel em [ a, b ] ; por ora, vamos admitir e utilizar tal resultado. Segue, entào, do 1.° teore¬ 
ma fundamental do càlculo que se/for continua em [a, b ] e F urna primitiva de/em [a, b], 
entào 


f b f(x)dxmF(b)-F(a). 

Ja 


A diferen^a F (b) — F (a) sera indicada por [F (x)], , assim 

b 


fj(x) dx = [F (*)]” =F(b)-F (a). 


EXEMPL 


Solugào 


■O 1. Calcule J x 2 dx. 


1 3 2 

F (x) = — x é urna primitiva de/(x) = x e/é continua em [1,2], assim 


f 2 jc 2 dfr = j" — x 3 "j 2 = — — — = — 
Ji L 3 Ji 3 3 3 


f 2 x 2 dx — 

Il 3 


ou seja. 


Integrai de Riemann 307 


EXEMPLO 2. Calcule J 4 dx. 

Soluto 

j 3 4dx = [4x]l ì = 12 — 4 (—1) = 16 


4 dx = 16. 


EXEMPLO 3. Calcule f (x 3 + 3x - 1) dx. 

J o 

Solugào 


x^ ^ x ^ 

(x 3 + 3x - 1 )dx = — 4- -- x 

0 4 2 


4 2 


J 2 (* 3 + 3x- 1)^ = 8. 


f 2 1 

EXEMPLO 4. Calcule dx. 

Jl x 2 

Solando 


2 JL ,.= rV2^ = Lll 2 fil 2 Q 


Assim, 


^*■ “1-ili-1.2-Ti 


r 2 * 

Jl x 2 2 


EXEMPLO 5. Calcule 
Soluqào 




r 2 ( i 

1 A , 

~ 

i T 

1. li H 

r ^r = 

In x - 

" 2?"], 


lT 8 In 2 + 3 
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f (ì + p- 


8 In 2 + 3 


EXEMPLO 6. Calcule 8 sen 2x dx. 


Solugào 


ir 

f 8 sen 2 

Jo 


, 1 ^ 1 8 1 TT , 1 

x dx = - — cos 2x = - — cos — H— 
L 2 .n 2 4 2 


8 sen 2 xdx = 


EXEMPLO 7 


Solugào 


Exercfcios 11.5 


. Calcule f e x dx. 
Jo 


fi i 1 

e~ x dx = [-e~ x ] =1 - 


1. (jc + 3) dx 


f 4 1 

3 . \ -dx 
JO 2 

5. U 


9. f 2 (x 2 + 3x - 3 )dx 

Jo 

11. J l (2jr + 3) dx 


2. J ^ (2* + 1 )dx 


4. f 1 (x 2 - 1) dx 

J-2 


6. 4 dx 


8 J -, Sdx 

10 - Jo ( 5jr3 “ i)^ 


12. (2x + 3) dx 
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14. 


r 4 i 

15 —dx 

Jl V* 

16. 

f* 3/7 dx 

Jo 

17. J 0 ^ (x 3 - 2x + 3) dx 

18. 

f 1 tyx dx 

Jo 

19. Jj 2 (x 3 +* + -!)<& 

20. 

f 1 (x + ÌU) dx 

Jo 


22. 

i> 

23. f 1 (x 7 + x 3 + x) dx 

* 1 

24. 

Jl (x + 3)dx 



2 

25.^ ( 5x + 4x)dx 

26. 

£ (x 7 - x + 3) dx 

f 2 1 + * 

27. . dx 

Jl X 3 

28. 

f 1 (x + l) 2 dx 

Jo 

f4 1 + x 

29. — 7=— dx 

J l V* 

30. 

io 11 “ 3)2 * 

31. j* 2 (t 2 + 3r -1) dt 

Jo 

32. 

f 21 v 2 * 

Jl t 4 

33. jj (5- + 2) ds 

34. 

f 3 (« 2 -2u + 3)du 

2 



35. (s 2 + 3s + 1) ds 

36. 

Jl, ^ di 


38. 

f 2 l + 3x 2 

I - dx 

J] x 

7T 


-0 

39. J 2^ cos 2x dx 
”T 

40. 

1 sen 3x dx 

J“ 7T 

41. j* ^ e 2x dx 

42. 

r ' 2 d, 

7T 

43. f 4 sen x dx 

Jo 

44. 

1°, e * 2 " * 
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Jl 

45. [ 3 (3 + cos 3jc) dx 

Jo 

1 

47. f 2 .— dx 

-\/l - x 2 

ri 2 
49. 2xe x dx 

Jo 

51. f l —<fa 
JO 1 + jc 

n 

53. f 3 (sen * + sen 2x ) dx 

Jo 


51. f l —!—* 
JO 1 + jc 


46. sen 5jc dx 

Jo 


48. 2 X dx 

Jo 


52. x 3 e x dx 


54. f 2 f— + — cos 2x ì dx 


'o V2 2 ; 


55. f 2 cos 2 jc eie SugÉ-siao: Verifique que cos 2 * = —I- — cos 2x. 


56. 2 sen 2 jc dx 

Jo 

58. f' 3* dx 

Jo 


57. f 4 sec 2 jc dx 

Jo 

9. f 1 3* e* 

Jo 


60. f 4 tg 2 * dx 

J 0 


11.6. Càlculo de Areas 

Seja/continua em [a, b], com f(x) 2* 0 em [a, b]. Estamos interessados em definir a àrea 
do conjunto A do plano limitado pelas retas x = a,x = b,y = Oe pelo gràfico de y = f (x). 


v MMmm 

: ;?SK?S5S 

fes» spirisi: 


Seja, entào, P : a = x 0 < x 1 < x 2 < ... < x n = b urna partilo de [a, b] e sejam c t e q 
em [ Xj _ j, jc ( ] tais que/( c f ) é o valor minimo e/( c,) o valor màximo de/em [x r - _ lt jc ,-]. 
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n 

Urna boa definito para àrea de A deverà implicar que a soma de Riemann X /(èj) Ac, 

« _ ' = l 

seja urna aproxima?ào porfalta da àrea de A e que X / (q ) Ax, seja urna aproxima^ào por 
excesso, isto é ' _ 1 

X f(q)Axi « àrea A < X /(c/)Ax f 

i = 1 i — 1 



fi 

Como as somas de Riemann mencionadas tendem a f(x) dx, quando màx Ajc ( 0, 

Jo 

nada mais naturai do que definir a àrea de A por 

fi 

àrea A = f(x)dx. 

Ja 

Da mesma forma define-se àrea de A no caso em que/é urna fun?ào integràvel qualquer, 
com/(x) 5^ 0 em [a, b~\. 

EXEMPLO 1. Calcule a àrea do conjunto do plano limitado pelas retas x = 0, x = 1, 
y = 0 e pelo gràfico de/Qc) = x 2 . 


Soluqào 
àrea A 



1 

o 


3 



EXEMPLO 2. Calcule a àrea do conjunto A — ^ (jc, y) e Ri 2 11 «£ jc ss 2 e 0 > < 
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Solugào 


A é o conjunto do plano limitado pelas retas x = 1, x = 2, y = 0 e pelo gràfico de >' = 





As situafòes que apresentamos a seguir sugerem corno estender o conceito de àrea para urna 
classe mais ampia de subconjuntos do PS . 
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[/(c,) - g (Cj) ] A Xf = àrea retàngulo 
hachurado. 


fini I [/(c,) - gfo)] Axì = [ [f{x)-g{x)]dx = àrea A 

x Ax 0 ì = i Ja 


onde A é o conjunto limitado pelas retas x = a, x = be pelos gràficos de y = f(x) e 
y = g CO, com f(x) s* g (x) em [a,b ]. 



y t 

' f jff: 

> '*** "■* ’ 

Seja A o conjunto hachurado. 

\ c d A 

a 

b ‘ 

Àrea= f f(x)dx - [ f(x)dx+ f f(x)dx= f \f(x)\dx 

Ja Jc Jd Ja 

Observe: 


[ f(x) dx = 

C rd rb 

f(x) dx + J f(x) dx + 1 f(x) dx = soma das àreas dos conjun- 

tos acima do eixo Cbc menos soma das àreas dos conjuntos abaixo do eixo 0 *. 


EXEMPLO 3. 

'l 

a) Calcule a àrea da regiào limitada pelo gràfico de / (jc) = x , pelo eixo jc e pelas retas 
x = —1 ex = 1. 

b ) Calcule J jc 3 dx. 

Solugào 
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EXEMPLO 4. Calcule a àrea da regiào limitada pelas retas x = 0, x— 1, y = 2 e pelo grà¬ 
fico de y = x 2 . 



EXEMPLO 5. Calcule a àrea do conjunto de todos os pontos (x, y ) tais que x 2 *£ y «s 4x. 


Solugào 



y j 

1 y=x 2 

àrea = f 

[Vx - x 2 ]dx 



/ _ 

«'U 

~\ 2 
_ 3 

2 

r~ jc 3 l 1 

^ -lo 

1 1 

Observe : para cada x em 
[0, 1], (x, y) pertence ao 
conjunto se, e somente 

x 2 

ii 

3 

3 3' 

se, jc ^ y ^5 -Vx. 




2 

EXEMPLO 6. Calcule a àrea da regiào compreendida entre os gràficos dey = xey = x , 
com 0 x « 2. 


Solugào 

As curvas y = x e y = x 2 interceptam-se nos pontos de abscissas 0 e 1. Entào, 



Observa^ào. Os pontos emque as curvas y = jc e y = x 2 se interceptam sào as solugòesdo 
sistema 
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Consideremos, agora, urna particula que se desloca sobre o eixo x com equa§ào 
x = x (r) e com velocidade v = v (f) continua em [a, b]. A diferen?a x(b) ~ x (a) é o des- 
locamento da particula entre os instantes a e b. Como x (r) é urna primitiva de v (r), segue o 
1." teorema fundamental do càlculo que 

& 

x ib) - x (a) = v (/) dt. 

Ja 

Por outro lado, definimos o espago perconido pela particula entre os instantes a e b por 

eb 

lv(f) \dt. 

Jq 

Se v (r) 0 em [a, b], o deslocamento entre os instantes atb sera igual ao espaqo per- 

corrido entre estes instantes, que, por sua vez, serà numericamente igual à àrea do conjunto 
A limitado pelas retas t = a, t - b, pelo eixo Or e pelo gràfico de v = v (r). 



Suponhamos, agora, por exemplo, que v (r) s* 0 em [a, c] e v (r) 0 em [c, b]. 



Nestecaso, o deslocamento entre os instantes azb serà 

f b 

x ( b) - x(a) = v(r) dt = àrea A\ - àrea A 2 

Ja 

enquanto o espà?o percorrido entre estes instantes serà 

f è | v(r) I dt = f 'v(f) dt - f v(r) dt = àrea Ai + àrea A 2 . 

Ja Ja Jf 

EXEMPLO 7. Urna particula desloca-se sobre o eixo x com velocidade v (r) - 2 — r. 

a) Calcule o deslocamento entre os instantes t= 1 e t = 3. Discuta o resultado encontrado. 

b) Calcule o espa 90 percorrido entre os instantes 1 e 3. 
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Solugào 



Em [1,2[, v (0 > 0, o que significa que no intervalo de tempo [1,2] a partfcula avan?a 
no sentido positivo; em ]2, 3], v ( t ) < 0, o que significa que neste intervalo de tempo a par- 
tfcula recua, de tal modo que no instante t — 3 eia volta a ocupar a mesma posi?ào por eia 
ocupada no instante t = 1 . 


*( 1 ) 



b) O espa^o percorrido entre os instantes t=ìet = 3é 

J ? 12 -t\dt = j^ (2-t)dt- j\2-t)dt= 1 . 

Observe que o espago percorrido entre os instantes 1 e 2 é 

f 2 1 

[ ( 2 -)* = - 

e que o espago percorrido entre os instantes 2 e 3 é 



t\dt = 



Exereidos ] 1.6 — 


Nos Exercfcios de 1 a 22, desenhe o conjunto A dado e calcule a àrea. 

1. A é o conjunto do plano limitado pelas retas x = 1, x = 3, pelo eixo 0* e pelo gràfico de y = x 3 . 

2. A éo conjunto do plano limitado pelas retas x = 1, x = 4, y = 0 e pelo gràfico de y = vx. 

3. A é o conjunto de todos (x, y) tais que x 2 - 1 «£ y 0. 

4. A é o conjunto de todos {x, y) tais que 0 < y 4 - x 2 . 

5. A é o conjunto de todos (jc, >•) tais que 0 y «s | S en x 1, com 0 « x « 2tt. 

6 . A é a regiào do plano compreendida entre o eixo Ojc e o gràfico de y = x 2 - x, com 0=SxsS2. 

7. A é o conjunto do plano limitado pela reta y = 0 e pelo gràfico de y = 3 - 2x - x, com 
-Ur« 2 . 

8 . A é o conjunto do plano limitado pelas retas x = -l,x = 2,y = 0 e pelo grafico de y = x 2 + 2x + 5. 

9. A éo conjunto do plano limitado pelo eixo Ox, pelo gràfico de y = x 3 - x, -1 1 . 

10. A é o conjunto do plano limitado pela reta y = 0 e pelo gràfico de y = x 3 - x, com 0 =£ x ^ 2. 
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11. A é o conjunto do plano limitado pelas retas x = 0, x — ir, y = 0 e pelo gràfico de y = cos x. 

12. A é o conjunto de todos (x, y) tais que x 3* 0 e x 3 *£ y *£ x. 

13. A é o conjunto do plano limitado pela reta y = x, pelo gràfico de y = x 3 , com -1 « x *£ 1. 

14. A = {(x, y) E IR 2 I 0 =5 x 1 e Vx v «£ 3} . 

7 T 

15. A é o conjunto do plano limitado pelas retas x = 0, x — ~ e pelos gràfìcos de y = sen x e y — cos x. 

16. A é o conjunto de todos os pontos (x, y) tais que x 2 + 1 y *£ x + 1. 

17. A é o conjunto de todos os pontos (x, y) tais que x 2 — l«y«x + 1. 

7T 

18. A é o conjunto do plano limitado pelas retas x = 0, x = — e pelos gràficos de y = cos x e 
y — 1 — cos x. 

19. A = { (x, y) E IR 2 I x 5* 0 e x 3 — x y « -x 2 + 5x }. 

20. A é o conjunto do plano limitado pelos gràfìcos de y = x 3 - x, y = sen 7rx, com -1 x «£ 1. 

21. A é o conjunto de todos os pontos (x, y) tais que x s* 0 e — x *£ y « x — x 2 

22. A é o conjunto de todos (x, y) tais que x > 0 e —r =£ y «£ 5 — 4x 2 . 

x 2 


23. Urna partfcula desloca-se sobre o eixo x com velocidade v (/) = 2r - 3, t ^ 0. 
a) Calcule o deslocamento entre os instantes t = 1 e t = 3. 


b ) Qual o espa?o percorrido entre os instantes t — 1 e t — 3? 

c ) Descreva o movimento realizado pela partfcula entre os instantes t = 1 e t = 3 


24. Urna partfcula desloca-se sobre o eixo Ox com velocidade v (t) = sen 2 1, t^0. Calcule o espa- 
50 percorrido entre os instantes t = 0 e t = 7 r. 

25. Urna partfcula desloca-se sobre o eixo Ox com velocidade v (r) = — t 2 + t, t 2* 0. Calcule 0 
espa^o percorrido entre os instantes t — 0 e t = 2 . 

26. Urna partfcula desloca-se sobre o eixo Ox com velocidade v (/) = r - 2t - 3, t s* 0. Calcule o 
espago percorrido entre os instantes t = 0 e t = 4. 


11.7. Mudan^a de Variayel na Integral 

Veremos, no Voi. 2, que loda jungào contìnua num intervalo / admite, neste intervalo, urna 
primitiva. Por ora, vamos admitir tal resultado e usà-lo na demonstra^ào do próximo teorema. 

Teorema. Seja/continua num intervalo / e sejam a e b dois reais quaisquer em /. 
Seja g : [c, d\ —» /, com g' continua em [c, t/J, tal que g (c) = a e g (d) = b. Nestas 
condi^òes 

f f{x)dx = \ f(g (u) g' («) du. 

J a Jc 

Demonstragào 

Como / é continua em 1, segue que/admite urna primitiva F em /. Assim, 

f b f(x)dx = F(b)~F(a). 

Ja 

A fun 5 ào H (u) = F (g («)), u E [c, d\, é urna primitiva de f (g (w)) g'(u)\ de fato, 

H\u) = \F (g (a))]' = F\g («)) g\u) 
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ou seja, 

H’(u)=f(g(u))gXu) 

pois, F ' = /. Segue que 

f/<g («)) g'M du = [F (g («))/ = F (g (</)) - F (g (c)> 
Jc C 

Por hipótese, g (d) = b e g (c) = a. Tendo em vista ©, resulta 



Solugào 


Fa 5 amos x - 1 = u, ou seja, x = u + 1. 
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EXEMPLO 2. Calcule 
Solugào 


-ì 2x ~ - 


Fa^amos u = 

2x — 1 

,=ì« + I 

; dx = 

2 2 

I 

; « = 0 

x = - 

2 


x — 1 

;« = i 


i M+ i 

2 2 


Jl dx = J 4u 

2 


1 = - f‘ 

) 2 2 Jo 


2 rr 2 

3 Jo 3 


Assim, 


li ^ ■ 

2 

Observa^ào. Poderiamos, também, ter feito a mudanga de variàvel 2x — 1 = u 2 ou 

1 2+ 1 
x — — u + — 

2 2 


x ~ —u 2 + — ; dx = u du 

2 2 


* = “ ;« = o 

x = 1 ; u = 1 (ou u — - 1) 

Jl ~j2x — 1 fibc = | u du = j Ini u du. 

2 ° 

Como « està variando em [0, 1], I u I = u, dai 


f I u I u du = f u 2 du 

Jo J o 
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Se em vez de u = 1 tivéssemos tornado u = — 1, teriamos 


«J2x — 1 dx = J V« 2 u du = I u I w du. 


Como u està variando, agora, no intervalo [— 1, 0], I u I = -u; assim. 


f— 1 f— 1 J/3 1 

\u\udu=\ ~u 2 du = — — = —. 

Jo h l 3 J 3 


Observe que tanto g (u) = 3 w 2 + 3 t « £ [0,1 ], quanto g (u) = 3- « 2 + 3-, u G [—1,0], || 

satisfazem as condi?òes do teorema de mudanga de variàvel. || 

Às vezes, com pequenos ajustes, a integrai a ser calculada pode ser colocada na forma J? 

ed || 

f (8 00) g'(x) dx. Neste caso, a mudan?a de variàvel u = g 00» x G [c, d ], transforma a ff 

Jc I 

eg(d) M 

integrai f(u)du naanterior. % 

J x(c) -M 



EXEMPLO 3. Calcule f * e 3x dx. 

Jo 

Solugào 

Multiplicando o integrando por 3 e dividendo a integrai por 3, nada muda: 

.] 1.] u 

[ e 3x dx ~ — I e® 3 dx 

Jo 3 Jo ‘-y— 

du 

f u = 3x ; du = 3 dx 
Jjc = 0 ;u~0 

[x = 1 ; u = 3 


f 1 e 3x dx = - f 3 e u du = -[e u ]l = -[e 3 - Il 
Jo 3 Jo 3 0 3 
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EXEMPLO 6. Seja/urna fun^ào fmpar e continua em [—/*, r], r > 0. Mostre que 


J / 0) dx = 0. 


Solando 


/fmpar <=>/(— x) — —/(x) em [—r, r]. 


Fa 9 amos a mudan^a de variàvel u — — x 


u — x ; du. - -dx 
x — —r ; u = r 
x = r ,u = —r 


f_f (x) dx = - j[f (x) (-<&)=- J / (-«) du = £/ (-«) du 


Como f(—u) = -/(«), resulta 


j* / (*)<& = “ J / (») du; 

mas, J / («) du = j* / (x) dx (veja observa 9 ào acima), logo 

J / (x)dx= - | f (x) dx 


ou seja. 


e, portanto, 


2 \ j r W dx = ° 

J / (x) dx = 0. (Interprete graficamente.) 


EXEMPLO 7. Calcule f x Jx 4 + 3 dx. 


Solugào 


f(x) = x yx 4 + 3 é urna fun 9 ào fmpar, pois, 


f(~x ) = -x 4(-xf +3 = - (x V* 4 + 3 ) = -/(x). 
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Pelo exemplo anterior, 


EXEMPLO 8. Calcule J x 2 ^jx + 1 dx. 
Soluqào 

Aqui é conveniente a mudan 9 a u = x + 1 


u = x + 1 \ du = dx 
x = — 1 ; w = 0 

x = 0 ; u = 1. 


De m = x + 1, segue x — u - 1. Entào, 


x Jx 4 + 3 dx = 0. 


J x 2 *Jx~+ 7 dx = j^ (« “ l ) 2 (« 2_ 2« + 1) « 2 du= J («2 —2«2 + w 2 ) 


Exercicios 11.7 : 
1. Calcule. 


(x - 2) 3 dx 


1_ 5 3 * 

" 2 “2 «2 _ 16 

T T T — T05 

.2 2 2 _n 


è) f (3x + 1 f dx 
3 0 


c)J 

[ J3x + 1 dx 
'o v 

*J 

f° (2x + 5) 3 de 

«J 

r 4 ii — 

3/5 - x dx 

'-3 

*1 

2 2 , 

-t- dx 

l (3x - 2) 3 


r 1 1 ^ 

L\ 1 

r l 3 rfr 

g) J 

'0 (x + 1) 5 

^ J 

-2 4 + x 


-2 - 
e 2 * dx 

3 

'7 

1 2 
xe* de 

D 
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x Jx + 1 dx 


fi 

ni) ^ cos 2 xdx 
J 0 

f 1 x 2 
0) Jo (1 + x 3 ) 2 


x 2 -^/l + x 3 dx 


r) f ì[> 


x + 1 dx 


t ) x (x + l) 100 dx 


(X + l ) 5 


u) f X 2 (X- 2) 10 dtc 


r 2 f° 

2. Suponha/continua em [-2,0]. Calcule / (x - 2) dx , sabendo que J ^ f(x)dx = 3. 

3. Suponha / continua em [—1, 1 ]. Calcule £ /(2x- 1 ) dx sabendo que J / ( u)du = 5. 


4. Suponha/continua em [0, 4], Calcule J f (x ) dx. 


!*'”■ sen x 


6. Calcule a àrea do conjunto dado. 

a) A = {(x, y) e R 2 I 1 «S x « 2 e 0 y « ^jx ~ 1} 

b) A = {(x, y) e IR 2 I 0 « x 2 e 0 « y 4 S * , } 

l + X -2x _ -x 

c) A é o conjunto do plano limitado pela reta x = 1 e pelos gràficos de >’ - e ty - e , 


7. Calcule. 


a) f 1 x t/x 2 + 3 
JO v 

c) J 2 x (x 2 - l) 5 


rO - 3 

e) f x 2 *?* dx 


b) x (x 2 + 3) 5 dx 

JO 

/) x^/l ~ x 2 dx 
f) J x-yjl + 2x 2 dx 


ri 1 

h) f - ds 

JO 1 + 4s 
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JO Jx + 1 


f 3 x 2 

Jo ^ x + i 


j) f 1 , 15 ds 

J ° ^ 2 +l 


f 1 -* 2 

Jo (x + 1) 2 


n) x 3 (x 2 +3) 10 dx 


3 sen x cos 2 x dx 


r) sen x (1 - cos 2 x) dx 


0 jl se, 


sen 3 x dx 


x 3 Jx 2 +1 dx 


7T 

q) 6 cos x sen 5 x dx 
JO 

TT 

5) sen x sen 2 x dx 

T 

v 

u ) 6 cos 3 x dx 

J 0 


8. Um aluno (precipitado), ao calcular a integrai J ^ ^1 + x 2 dx, raciocinou da seguirne for¬ 
ma: fazendo a mudanga de variàvel u — 1 + x 2 , os novos extremos de integragào seriam iguais 
a 2 (x = -1—» « = 2; x = t —> « = 2) e assim a integrai obtida após a mudanga de variàvel 

seria igual a zero e, poitanto, J ^ + x 2 dx = 0!! Onde està o erro? 

9. Seja/urna fungao par e continua em [-r, r], r > 0. (Lembre-se: /par <=>/(-x) = /(x).) 

f0 i*r 

a) Mostre que f(x)dx=\f(x)dx 

J—r JO 

b) Conclua de (o) que f f(x)dx = 2 f /(x) dx. Interprete graficamente 

J—r J 0 

10. Suponha/continua em [a, è]. Seja g: [c, d] -» R com g' continua em [ c, d], g (c) = a e 
g{d) — b. Suponha, ainda, que g' («) > 0 em ] c, d[. Seja c = n 0 < u } < w 2 < ... < u„ = d 
urna partigào de [c, d] e seja a - x 0 < Xj < x 2 < ... < x„ = b partigào de [a, b], onde 
Xj = g (m ( ), para i variando de 0 a n. 

a) Mostre que, para todo i, i = 1, 2,..., n, existe Ì7/ em [«• _ j, u ; ] tal que 


= g ' ( M[) Auj- 


è) Conclua de (a) que 


£ /(#(«/))£' = I /(c ( ) Ax- 

i = 1 / = 1 


onde c ( = g ( «,). 
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c) Mostre que existe M > 0 tal que 


para ì variando de 0 a n 


d ) Conclua que 


, lim 1 /(*(«,-))*’ (Si) fai = lim S /(et) to: 
max Au- 0 / = j max A*. 0 i = 1 1 1 


£/ C? («)) 8 ' (u) du = J f (x) dx 


11.8. Trabalho 


Nesta segào, admitiremos que o leitor jà saiba o que é um vetor. Consideremos entào 
um eixo Os 


e indiquemos por u o vetor, de comprimento unitario, determinado pelo segmento orienta- 
do de origem 0 e extremidade 1. 

Seja a um nùmero reai; F = a u é um vetor paratelo a«.0 nùmero aé a componente 

de F na diremo u . Se a > 0, a; u tem o mesmo sentido que u\ se a < 0, a u tem sentido 
contrario ao de u . 

Suponhamos, agora, que urna forqa constante F = a u atua sobre urna particula, que 
se desloca sobre o eixo Os , entre as posigdes s = s { e 5 = s 2 , com s ì e j 2 quaisquer. Defini- 
mos o trabalho r realizado por F , de s ì a s 2 , por 

t= a(s 2 ~ Sj). 

Assim, o trabalho realizado pela forga constante F = a u,èes l a s 2 , é, por definito, o 

produto da componente de F, na direqào do deslocamento (isto e', na direqào u ), pelo 
deslocamento. Temos os seguintes casos: 

1) a > 0 e s 2 > Si => t > 0. 
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2 ) a < 0 e s 2 > ■Sj => t < 0. 

s 

Neste caso, F atua contro o movimento; F é urna forga de resistència ao movimento. 

3) a > 0 e 52 < -*1 =* r < 0. 

posilo final 

~F realiza um trabalho de resistència ao movimento: r < 0. 

4) a < 0 e s 2 < Sf => r > 0. 

F atua a favor do movimento: t > 0. 

Suponhamos, jgora, que sobre urna particula que se desloca sobre o eixo 0s atua urna 
forqa constante F , de intensidade F, mas nào paratela ao deslocamento 






-r> -> 

onde 6 é contado no sentido anti-horàrio de 0s para F . O trabalho r realizado por F , de s j 
a s 2 , é, entào, por definito, 

t= (F cos 6) (j 2 _ -i’i) 

—^ _ 

onde F cos 6 é a componente de F na diregào do deslocamento. 


Observagào. No Sistema Intemacional de Unidades (SI) aunidade de comprimento é o metro 
(m), a de tempo o segundo (s), a de massa o quilograma (kg), a de forga o Newton (N) e a 
de trabalho o Joule (J). Sempre que deixarmos de mencionar as unidades adotadas, ficarà 
implicito que se trata do sistema SI. 
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EXEMPLO 1. Sobre um bioco em movimento atua urna forga constante, paralela ao deslo- 
camento e a favor do movimento. Supondo que a forga tenha intensidade de 10 N, calcule o 
traballio por eia realizado quando o bioco se desloca dex = 2max = 10 m. 

Solugào 



—> 

O traballio r realizado por F é 

r - 10 (10 - 2) = 80 J. ■ 

EXEMPLO 2. Um bioco de massa 10 kg desliza sobre um plano inclinado, da altura de 
5 m até o solo. O plano inclinado forma com o solo um àngulo de 30°. Calcule o traballio 
realizado pela forga gravitacional. (Suponha a aceleragào gravitacional constante e igual a 

10 m/s 2 .) 

Solugào 



Pela lei de Newton, a intensidade de F é Mg, onde M é a massa do bioco e g a aceleragào 
gravitacional. A componente de F na diregào do deslocamento é Mg cos 60°. O traballio r 
realizado por F é: 

r = (Mg cos 60°) (s 2 ~ Sj). 

s 2 éo complimento da hipotenusa do triàngulo retàngulo ABC : 

s 2 sen 30° = 5 ou s 2 = 10. 


Como cos 60° = —, M = 10 e g = 10, resulta 


r = 500 J. 


EXEMPLO 3. Sobre urna partfcula que se desloca sobre o eixo x agem duas forgas: 
F\ = 10 7 e F 2 ~ —3 i ■ Calcule os trabalhos realizados por elas no deslocamento de x — 1 


Integrai de Riemann 329 


ax = 5 - Supondo que F\ e F 2 sào as unicas for^as agindo sobre a particula, calcule o tra¬ 
ballio realizado, no deslocamento mencionado, pela resultante R. 

Solugào 



As for gas sào paralelas ao deslocamento. 

Traballio realizado por Fy. 

rj = 10(5 - 1) = 40 J. 

Traballio realizado por F 2 \ 

t 2 = -3(5 - 1) = -12 J. 

Traballio realizado pela resultante R ( R — F\ + F 2 , ou seja, R — 7 i ): 

t= 7(5 - 1) = 28 J. ■ 

EXEMPLO 4. Urna partfcula de massa 5 kg é langada verticalmente. Calcule o traballio 
realizado pela forga gravitacional quando a particula se desloca da altura y = lma^ = 5m. 

Solugào 

Pela lei de Newton, a forga gravitacional F é dada por 



onde M é a massa da partfcula ega aceleragào da gravidade que suporemos constante^ 
igual a 10 m/s 2 . Observe que F é paralela ao deslocamento. O traballio t realizado por F 
é entào 

r = —Mg (5 — 1) 
ou 


t — -200 J. 
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_ Nosso objetivo a seguir é definir traballio realizado por urna for?a variàvel com a posi¬ 
lo- Suponhamos, entao, que sobre urna partfcula que se desloca sobre o eixo jc atua urna 
forga paralela ao deslocamento e variàvel com a posilo x, F (a:) = /(x) 7. 



X x 


Observe que/(x) é a componente de Fjx), na direfào do deslocamento. Vejamos, en- 
tào, corno definir o trabalho realizado por F no deslocamento dex = a atéx = b. Suponha¬ 
mos, por um momento, a <bef(x) continua em [a, b]. 

Seja P : a = x 0 < jq < x 2 < ... < x n = b urna partilo de [a, fc]. 



Supondo max Ax ; - suficientemente pequeno e tendo em conta a continuidade de/, o tra¬ 
balho realizado de x i _ l até x i (i = 1, 2, n) deverà ser aproximadamente/( jc,-) Ax f -; por 
outro lado, é razoàvel esperar que a soma de Riemann 

X f(Xj) Axj 

i= 1 

deva ser um valor aproximado para o trabalho realizado por F no deslocamento dex = a 
at éx = be que està aproximagào seja tanto melhor quanto menor for max Àx ( . Nada mais 
naturai, entào, do que definir o trabalho r realizado por F (jc) = f(x) 7, no deslocamento 
de x = a até x — b, por 



Na definito acima, a e b podem ser quaisquer e/(x) integràvel no intervalo fechado de 
extremidades a&b. 

Observe que, se a < b e/(x) 3= 0 em [a, b], o trabalho realizado por F (x) = /(x) 7, de 
x — a até x — b, é numericamente igual à àrea do conjunto do plano limitado pelas retas 
x = a, x — b, j? = 0e pelo gràfico de y = / (x). 

EXEMPLO 5. Sobre urna partfcula que se desloca sobre o eixo Ox atua urna for?a paralela 
ao deslocamento e de componente/(x) = _L Calcule o trabalho realizado pela for?a no 
deslocamento de x = 1 até x = 2. x 


Solugào 
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O trabalho realizado por F de x = 1 até x = 2 é 


■ = f 2 \ dx = [--] = ìj. 
h X 2 L xj, 2 


EXEMPLO 6. Considere urna mola com urna das extremidades fixa 


e suponha que a origem, x = 0, coincida com a extremidade livre da mola, quando està se 
encontra em seu estado normal (nào-distendida). Se a mola for distendida ou comprimida 
até que sua extremidade livre se desloque à posi?ào x, a mola exercerà sobre o agente que a 
deforme urna for?a cujo valor, em boa aproxima^ào, sera 

F(x) = -kx i (lei de Hooke) 

onde k é urna constante denominada constante elàstica da mola. 

Suponha, agora, que a mola seja distendida e presa na sua extremidade livre urna partf- 
cula. Supondo k = 5, calcule o trabalho realizado pela mola quando a partfcula se desloca 
da posi^ào 

a) x = 0,2 a x = 0. 

b) x = 0,2 a x = -0,2. 

Solugào 


f° 

a)T = \ 

J o. 


•o r 5*2 

— 5x dx— 

0,2 2 


= 0,1 J. 


r~U,2 

b) t = -5x dx = 0. Interprete. 

J0,2 


EXEMPLO 7 (Relaqào entre trabalho e energia cinetica). Urna partfcula de massa m des- 
loca-se sobre o eixo x com funqào de posigào x = x (/) onde x (t) é suposta derivàvel até a 2. a 
ordem em [ h ]■ Suponha que a componente, na diregào do deslocamento, da for$a re - 
sultante que atua sobre a partfcula seja/(x), com/contfnua em [x 0 , Xj ], onde x 0 = x (i 0 ) e 
x 1 = x (/). Verifique que o trabalho realizado pela resultante, dex 0 ax t , é igual à variando 
na energia cinètica , isto é. 


P mdx = \mvf- imv2 

J *o 2 2 


onde v 0 e Vj sào, respectivamente, as velocidades nos instantes t 0 e fj. 




onde x = x (f) e v = v (0 
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b) Calcule o mòdulo da velocidade da particula quando està se encontrar na posilo x = 0. 

c) Qual o màximo valor de x? Qual o minimo valor de x? 

d) Em que posÌ 9 §o I v I é minimo? 

e) Como voce acha que deve ser o movimento descrito pela particula? 

3. Urna particula de massa m = 1 desloca-se sobre o eixo x sob a a 9 ào da for 9 a resultante 
—> —» 

F (jc) — —x i. Sabe-se que no instante f-Oa particula encontra-se na posÌ 9 ào x = 1 e que, 
neste instante, a velocidade é v = 2. 

a) Verifique que, para todo t 3= 0, 


onde x = jc (f) e v = v (/) 

b) Qual o màximo valor de x? Qual o minimo valor de jc? 

c) Em que posÌ 9 ào I v I é màximo? 

d) Em que posÌ 9 ào ! v I é minimo? 

4. Urna particula de massa m ~ 5 desloca-se sobre o eixo Ojc sob a a 9 ào da for 9 a resultante 
F (x) — — 2x t. Sabe-se que no instante t = 2 a POSÌ 9 S 0 é x = 0 e a velocidade v = 4. 

a) Expresse o mòdulo de v em fun 9 ào de x. 

b ) Qual o màximo valor de 1 v I? 

c) Qual o màximo valor de I x t? 

d) Em que posÌ 9 òes a velocidade é zero? 

5. Urna particula de massa m = 2 desloca-se sobre o eixo Ox sob a a 9 ào da for 9 a resultante 
-> 1 

F(x) = i ■ Sabe-se que x (0) — 1 e v (0) = 0. Expresse v em fun 9 ào de x. 
x z 

6 . Urna particula de massa m desloca-se sobre o eixo Ox com aceìera 9 ào constante a, de sorte que 
a for 9 a resultante sobre a particula é, pela Lei de Newton, ma i. Sejam x 0 e v 0 a posÌ 9 ào e a 
velocidade no instante t = 0. Mostre que, para todo r 5= 0, 

la (x - x 0 ) = v 2 - Vq 

onde x = x (/) e v = v (/)• 

7. Um corpo de massa m é lan 9 ado verticalmente. Seja y — y(t) a altura no instante t (considere 

o eixo vertical Oy orientado do solo para cima). Suponhay (0) — 0 e v (0) = v 0 . Suponha, ainda, 

—> 

que a unica for 9 a agindo sobre o corpo seja a gravitacional -mg j, onde g é a acelera 9 ào 
gravitacional suposta constante. 

2 *y 

a) Verifique que v = Vq — 2 g y 

b) Qual a altura màxima atingida pelo corpo? 

8 . Urna particula de massa m = 2 desloca-se sobre o eixo Ox sob a a 9 ào da for 9 a resultante 

-ì~* 

F(x) - —y i • Suponha x (0) — 1 e v (0) = v 0 > 0. 

a) Relacione v com x. 

b ) Determine o menor valor de v 0 para que a particula nào retome à posÌ 9 &o inicial x = 1. 
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9. De acordo com a lei da gravitalo de Newton, a Terra (massai!/) atrai urna partfcula de massa 
m com urna for 9 a de intensidade (G é a constante gravitacional) 

m-G**?- 


onde rèa distància da partfcula ao centro da Terra. Suponha, agora, que a partfcula seja lan f a- 
da da superficie da Terra com urna velocidade inicial v 0 > 0 e que a ùnica for?a atuando sobre 
eia seja a gravitacional. Mostre que o menor valor de v 0 para que a partfcula nào retome à Terra 
. [2GM 

e -d > onde MtR s3o. respectivamente, a massa e o raio da Terra. (Despreze a rotalo da 
Terra.) 


10. Sobre urna partfcula que se desloca sobre o eixo Qx atua urna for 9 a F de intensidade 3x e que 
- forma com o eixo Ox um àngulo constante de 30°. 



Calcule o traballio realizado por F quando a partfcula se desloca de x = 0 a x = 3. 

11. Sobre urna partfcula que se desloca sobre o eixo x atua urna for 9 a F de intensidade constante 
e igual a 3 N e que forma com o eixo Ox um àngulo de x radianos. 



Calcule o traballio realizado por F quando a partfcula se desloca 


a) de x = 0 até x = — 

4 

b) de x = 0 até x = ir. Interprete o resultado. 


12. Sobre urna partfcula que se desloca sobre o eixo Qx atua urna for 9 a F , sempre dirigida para o ponto 
P (veja figura), e cuja intensidade é igual ao inverso do quadrado da distància da partfcula a P. 


-2 -1 0 


Calcule o traballio realizado por F quando a partfcula se desloca dex=-2ax=-l. 
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13. Urna mola AB de constante k està presa ao suporte A e a um corpo B de massa m. O compli¬ 
mento normal da mola é /. Desprezando o atrito entre o corpo B e a barra horizontal, mostre 
que a acelera 9 ào a do corpo B é dada por 
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Técnicas de Primitiva^ào 


12 . 1 . Primitivas Imediatas 


Sejam a^Oec constantes reais. Das fórmulas de derivalo jà vistas seguem as seguin- 
tes de primitivasào: 


a) | c dx = ex + k 


«J 

v a + 1 

x a dx = -+ k (a ^ — 1) 

a + 1 

c) j e x dx =e x + k 



- dx = lnx + * (x > 0) 

X 

e) [ — dx = In (— x) + k (x < 0) 

J X 



— dx = In 1 x 1 + & 

X 

g ) J cos x dx = sen x 4- k 


h) _ 

[ sen x dx = -cosx + k 

i ) J sec 2 x dx = tg x + k 


*J 

sec x tg x dx = sec x + k 

l) j sec x dx = In 1 sec x + tg x 

+ k 

m) 

J tg x dx = -In 1 cos x 1 + & 

„\ f ^ — ci tv ter v -+- ir 


(?) 

f 1 dx = are sen x + & 

fi) I , (IX l 6 A * 

J 1 + r 




EXEMPLO 1. Calcule. 




a) J x 2 dx 

b ) J dx 


c) J COSX (fa 

Soluqào 





a) [ x 1 dx = - - + k. 

’ A 
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Solugào 


Se a ¥= -1, f x a dx = — + 1 + k. 

J a + I 

Se a = -1, j* x ~ l dx -- J- dx = lnlxl + k. 



x a + 1 

• + k se a =£ — 1 

J x a dx = , 

a + 1 


In Ix 1 

+ k se a = — 1 


EXEMPLO 4. Calcule. 


a) j x 4x dx. 

c) f —dx 
J l + x 2 


J ì + x 2 
Solugào 

a) j x 4x dx = ^ x2 dx = ~ 


d) [ . dx 


ou seja: 


* Vx dx = _ Vx 5 + L 


* ) jii±i <fa= j(' x 2 + n rfI= ii +111 | ;t(+i 


x ) 3 


c) f — ì—z- dx - are tg x + le 
J 1 + x* 

d) f i dx = are sen x + k 

J — v-2 


EXEMPLO 5. Calcule. 
a) J sec 2 xdx 


b) tg xdx 
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Solugào 


a) J sec 2 x dx = tg x + k 

b) J tg 2 x dx - J (sec 2 x — 1) dx = tg x - x + k. 


EXEMPLO 6. Verifìque que 


f x dx = —In I cos x I + k. 


Solugào 

Pela observa^ào que fizemos anteriormente, o dominio de/ (a:) = tg x deve ser um interva- 
lo /, pois, neste problema, tg x aparece corno um integrando. Neste intervalo temos: cos x > 0 
para lodo x em I ou cos x < 0 para todo x E. I (por què?). 

Se cos x > 0, [ -In I cos x I ] ' = [ -In cos x ] ' = - Sen — = tg x. 

cos JC 

cpn X 

Se cos x < 0, [ -In I cos jc I ] ' = [ -In (-cos x) ] ' = - - = tg x. 

—cos X 


Em qualquer caso, 


J tg x dx = —In I cos x I + k. 


EXEMPLO 7. Seja a ± 0 urna constante. Verifìque que 


-)/*** 

Solugào 


dx = - e™ + Jfc. 
a 


b) J cos ax dx 


= — sen a x + k. 
a 


a ) — e®* = — [ e = — e** a = e 0 *. Assim, 


e™dx= — e + k. 
a 


b ) — sen ax = — sen' ax ■ (ax)’ — cos ax. 
_a J a 


cos ax dx = — sen ax + k. 
a 
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EXEMPLO 8. Calciale. 


a) J e 2 * dx 
c ) f sen 5 x dx 


b) cos 3 x dx 


d) e x dx 


Solugào 


a) J e 2x dx= | e 2x + k. 

b) J cos 3 xdx = ^ sen 3x + k. 

c ) J 'sen 5 xdx = — — cos 5x + k. 


e X dx= -e x + k. 


EXEMPLO 9. Calcule 


Solugào 


J cos 2 ; 


cos 2x ~ cos x - sen x = 2 cos jc — 1 


2 1,1 0 
COS X =-h — cos 2x. 


cos 2 xdx = — + — cos 2x dx = — x + — sen 2x + k 

2 2 2 4 


ou seja, 


cos 2 x dx = — x + — sen 2 x + k. 


Exercicios 12.1 


1. Calcule e verifique sua resposta por derivagào. 


a) 3 dx 


b) xdx 


c) J x 3 dx 

e) J %[x* dx 


d) \ 4x dx 
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'Hi*-? 

f x + 1 

l) - dx 


(e^ + e-^dx 


r) \\e« x + ■ 


x D + x + 1 


m ) J (e x + 4) dx 

o ) J e^dx 


4) J(t + 7 

*>ff2 + 4 


m) I e^ 2x dx 


a) 

f 1 e 2 * dx 

Jo 

«1, 

c) 

\'-f x * 

d> l 


ri > „ 

r 2 

e) 

J 2 i - zr ^ 

fi l 


Jo v 1 “ * 

Jl 


3. Calcule e verifique sua resposta por deriva9ao. 


c ) J cos 5x dx 
e) j* cosltdt 

8) I ( 2 " 2 C ° S 2X ) dX 


i ) J + — cos 3 jc dx J 
/) J ^ ^ cos Ix j dx 

n) f f — sen 2x + — cos 3x | dx 
p) j* cos 3 x ^ ~ sen 7xj dx 
4. Calcule. 


li 

a) 3 sen 2x dx 

J 0 

77 

c) I 3 (sen 3x 4- cos 3x) dx 

JO 


b ) J sen 2x dx 
d) J sen 4 1 dt 
f) f cos -%/3 t dt 


h) J I 2 + — sen 2x1 dx 


j) I — + 4 sen 3x \ dx 


m) J I cos 3x H— sen 4x I dx 


f sen 2x 

J ms r 


q) J ^ j e òx + sen 3x1 dx 


b) j 2^ cos — dx 

T 


d) f 2 (- + - 

JO \2 2 


cos 2x dx 
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2 1 1 T 

5. a ) Verifìque que sen x — — - — cos 2x. 
è) Calcule J sen 2 xdx. 

6. Calcule. 


a) J 

f cos 2 2a dx 

«J 

2 

cos 5xdx 

Oj 

sen 2 3 a dx 

«J 

cos 2 — dx 

2 




fi 1 ^i 2 

e) ì 

f cos 4 A dx 


f -— + — cos 2 aJ dx 

8) 

(sen A + cos a) 2 dx 

h) \ 

2 

(sen a - cos a) dx 

' «j 

(5 + sen 3 a) 2 dx 

fi J 

(1 - cos 2a) 2 dx 

7. Calcule. 




ir 


TT 

a) 

1 8 COS 2 A dx 

In 

«J 

4 sen 2 a dx 

0 


7 T 

i 

TT 

c) 

[ 2 (sen a + cos a) 2 dx 

ÌQ 

«J 

2 cos 4 A dx 

0 


dir , - . 



8. Calcule ^/1 + cos a dx. 




9. a) Verifìque que 

| sec x dx - In (sec * + tg x) + k 


\ tt ir 

com x G-, — • 

J 2 2 L 

b ) Mostre que 

J sec xdx = In jsecA + tgjcj + k. 


10. Calcule. 

a) J tg xdx 
c ) J tg 2 xdx 
e) | tg2x dx 

8)\ 3 *dx 

i) J (5* + e~ x ) dx 

/)[(!+ secx) 2 t/x 


*> J 

sec 2 a dx 


sec xdx 

J)j 

sec 3a dx 


| 5 - 

*> J 

j) \ 

Ji-* 2 

(a + sec 2 3a) dx 

m) 

f COSA + sec A 

1 * 

J COSA 


cosx 
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11, a) Determine a e j8 de modo que 


sen 6x cos x = — (sen ax + sen /3x) 


Sugestào: sen a cos b = — |sen (a + b) + sen (a — 6)] 


b) Calcule J sen 6x cos x dx. 


12. Calcule. 


sen 5* cos x dx 


b) sen 3 a cos 4x dx 


c) I sen x cos 3a dx 


sen 3a cos 3a dx 


13. a) Determine a e /3 de modo que 


sen 3* sen 2x = — — (cos ax — cos /3x ) 
| Sugestào : sen a sen b = ~ [cos (a - b) - cos ( a + £)]. j 


b) Calcule I sen 3a sen 2x dx. 


14. Calcule cos 5x cos 2 a dx. 


Sugestào: cos a cos£> = — t cos ( a + b) + cos (a — b)}. 


15. Calcule. 


sen a sen 3a dx 


c ) I sen 3a cos 2a dx 


e) I cos 7a cos 3a dx 


16. Calcule. 


b) sen 2a sen 5a dx 


J cos 5 


d) cos 5 a cos a dx 


ii li 

a) J 2^ cos a sen 3a dx b) J sen 3a sen 4a dx 


17. Sejam men naturais. Calcule. 


sen mx sen nx dx 


cos mx sen nx dx 
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12.2. Tècnica para Càlculo de Integral Indefinida da 
Forma j / (g (x)) g ' (x) dx 

Sejam/e g tais que Im g C De com g derivàvel. Suponhamos que F seja urna primitiva 
de/, isto é, F ' ~f Segue que F {g (x)) é urna primitiva de/(g (x)) g ’ (x), de fato. 


(F (g (x))Y =F'(g (x)) g' (x) =f(g (x)) g' (x). 


Deste modo, de 


J f(u)du = F(u) + k 
gue 

J f(g CO) g'tà dx = F(g (x)) + k. 

j f(g (x)) g'(x) dx = ? 
u = g (x) ; du = g’(x) dx 

| f(g 00) g'00 dx= \ /( M ) du ^ F(u) + k = F (g (x>) + k 
Antes de passarmos aos exemplos, observamos que, tendo em vista 


J af (x) dx = a J /(x) dx (a constante) 


resulta para a 0 


J /(x) dx = — J or/(x) dx 

o que significa que, multiplicando o integrando por urna constante a e, em seguida, dividin- 
dò tudo por a, nada muda. 


x cos x dx = 

2 


J cos x 2 (2x dx) = ^ J cos u < 


— f cos u du — — sen u + k, 

2 J 2 


f 2 1 2 

J x cos x dx = — sen x + k. 


EXEMPLO 2. Calcule J e 3 * dx. 


Soluqào 


u = 3x, du ~ 3dx 


f e 3x dx= f e u — = - e u + k = - e 3x + k 
J J 3 3 3 


ou seja, 


e 3x dx= - e 3x + k. 
3 


EXEMPLO 3. Calcule 


Soluqào 


j (2x + l) 3 


u = 2x + 1, du = 2 dx 


J (2x + l) 3 dx = ~ J (2x + l) 3 2dx = ì J « 3 1 


EXEMPLO 1. Calcule x cos x^ <ix. 


Soluqào 


Fazendo 


u = x , du = 2xdx. 


1 f ..3 


f « 3 = — + A:, 

J 8 


J (2* + 1) : 


^= (2jc + 1>4 + l 
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EXEMPLO 4 


Solugao 


. Calcule I ——y dx. 
J 1 + x L 


u=l+x*,du = 2xdx 


f ' «fr-ìf ' ii 

J 1 + x 2 2 J 1 + x 2 2 J u 


f — du = — In \u\ + k, 
2 J u 2 


f — -, dx - — In (1 + x 2 ) + k. 
J l + x 2 2 


EXEMPLO 5. Calcule f —-— dx. 

J 3x + 2 

Solugao 

Fazendo u = 3x + 2, du = 3dx. Assim, 


dx ~ - f —-— 3 dx = 
3 J 3x + 2 


3x +2 3 J 3x + 2 


- f - du. 
3 J u 


Segue que 


f-l 

J 3x H 


- dx = — In I 3jc + 21 + k. 

3x 2 3 


EXEMPLO 6. Calcule f * , dx. 

J l + x* 

Solugao 

Se fizermos u — 1 + x 4 , teremos du = 4jc 3 dx. Como 4x 2 nào é constante, 

f —' f ili*. 

j l + x 4 4x 2 j 1 + X 4 

Isto nos mostra que a mudarla u = l+x 4 nào resolve o problema. Entretanto, se fizer¬ 
mos u ~ x , teremos du = 2x dtx\ assim, 


■d* = T f — 1 2xdx = ^- [ —- du. 

2 J 1 + w z 


I + x 4 2 J 1 + (x 2 ) 2 
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1 f 1 . 1 

— -=- du = — are tg u + 

2 J 1 + u 2 2 


f —~~r dx = — are tg x 2 + k. 
J 1 + r 4 - 2 6 


J l + x 4 2 

Observa^ào. Note que x dx “dentro da integrai” jà nos sugere u — x 2 


EXEMPLO 7. Calcule x + x 2 dx. 


Solugao 


. + x 2 dx = ^j sjl + x 2 (2x dx) 


Fazendo u — 1 + x, du = 2x dx. Assim, 


x Jl + x 2 dx — — f 4u du — — • —, -+ k 

v 2 J 2 


2 l + ' 


ou seja, 


J x^\ + x 2 dx = ~ t/( 1 + x 2 ) 3 + k 

EXEMPLO 8. Calcule J x 3 ^1 + x 2 dx. 

Solugao 

J X 3 -sjl + x 2 dx = X 2 Vl + x 2 (2x dx). 
Fazendo u = l+x 2 , teremos du = 2xdxtx' — u — 1. Assim, 


J X 3 -yjl + x 2 dx — — J (u — 1) 


1 - - 

— [ (u — 1) V« du = — [ (u 2 - m 2 ) du 
2 J 2 J 

= — —«2-— «2 + A = — - — V« 3 + k, 

2 5 3 5 3 


Como 
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J x 3 Vi + * 2 dx = j Va + X 2 ) 5 - J ~J(l + x 2 ) 3 + k. 


EXEMPLO 9. Calcule J sen xcos xdx. 


Solugào 


sen 5 x cos x dx = I sen 5 x (cos x dx ) 


A mudanga u ~ sen x implica du = cos x dx. 


J sen 3 x cos x dx = J k 3 du ~ — « 4 + k 


ou seja, 


sen 3 jc cos xdx — — sen 4 x + k. 
4 


EXEMPLO 10. Calcule 


Solugào 


u — cos jc, du — —sen jc dx 


rr* — 1 ■ J J du = ^r + k 


ou seja, 


f sen jc , 
—~ djc = 
J COS J JC 

EXEMPLO 11. Calcule J sen 4 x cos 3 x dx. 


-^— dx ~ -=— + k. 

cos ó x 2 cos z jc 


Solugào 


sen 4 jc cos 3 jc = sen 4 jc cos 2 jc cos jc = sen 4 jc (1 — sen 2 jc) cos x. 


Fazendo u = sen jc, du = cos jc dx. Entào, 


J sen 4 jc cos 3 jc dx = J sen 4 jc (1 — sen 2 jc) cos jc t 




(1 - u z ) du 


M 5 U 7 

= -- — + k. 


5 
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4 3 sen 5 jc sen 7 jc 

sen jc cos xdx --+ k. 


EXEMPLO 12. Calcule. 


■>Jt+ 


Solugào 


Fazendo u = 1 + jc 3 , du - 3x 2 dx; assim, 


(1 + JC 3 ) 2 


t^_ dx = L!L du 

J 1 + jc 3 3 J u 


—^ dx = - In 11 + jc 3 I + *. 
1 +jc 3 3 


b) = - '-TT ** 2 

f J (1 + JC 3 ) 2 3 j (1 + x 3 ) 2 


Fazendo u = 1 + jc 3 , du = 3x 2 dx; assim, 


f— *L rT dx=-\- 

J (1 + jc 3 ) 2 3 J u 


- f \du = —- + k 
3 J u 2 3u 


ou seja. 


f — 

J (1 + x 


2 1 

dx = ——=- + *■ 


(1 + x 3 ) 2 3(1+ x j ) 


EXEMPLO 13. Calcule. 


3 + 2x 2 


Solugào 




5 f 1 


2 
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x 1 

Fazendo u = —, du = — dx ou 2 du — dx. 
2 2 


Assim, 


4 + x 2 4 J 1 + 


f - 2 dii = - f —i-y du. 

j l + U 2 2 J 1 + M 2 


5 r 1 , 5 

— -=- du = — are tg u + k, 

2 J 1 + M 2 2 6 


f 5 5 x , . 

-dx = — are tg — + k. 

J 4 + x 2 2 6 2 




2 f 1 


Assim, 


[ -^- 5 - dx = - [ ---^ 

J 3 + 2 " 2 

V3 


Fazendo 


Assim, 


« = x, du = ^ dx ou dx = —= du. 

V3 V3 V2 


2 2V3 f 1 

-x- dx — —f=^ -=- du 

3 + 2x 2 3V2 J 1 + h 2 


2 ^ 2V3 t V2 , , 

-=- dx — —are tg —7= x + k 

3 + 2x 2 3>/2 V3 


ou seja, 


f 2 V6 V6 . , 

J 3-™* —* + * 
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EXEMPLO 14. Verifique que 


Solugào 


J sec jc dx = In I sec jc + tg x I + k 


sec x tg x + sec 2 x 

sec x - - - -- 

sec x + tg x 

r\ 

u = sec x + tg jc; du = (sec jc tg jc + sec jc) dx. 


sec jc dx '■ 


sec x tg x + sec 2 jc r 1 


sec jc + tg jc 


[ - du = 1 
J u 


ou seja, 


Exercicios 12.2 


J sec jc dx = In I sec jc + tg jc I + k. 


a) (3x — 2) dx 




e) J xsenx 2 dx 

g) J * 2 ^ dx 

0 J jc 3 cos x 4 dx 

l) J cos 3 x sen xdx 

n) f ^ 

J x + 3 

p ) f X 2 dx 

J 1 + 4x 2 

r ) [ - ^ 2 2 dx 

J (1 + 4x 2 ) 2 

0 f e x J 1 + e x dx 


, f senx J 
v) ? dx 


2. Calcule (veja a Sefào 11.7). 


b) J p x - 2 dx 
d) f - — ? dx 

f) J x e* 2 dx 
h) J sen 5x dx 
j) J cos 6x dx 
m) J sen 5 xcosxdx 

< ’ ) 1 77T7 dx 

q) f ^ 2 dx 
J 5 + 6x 2 

s) J xi]l + 3x 2 dx 


u ) - 5 - dx 

J (x - l) 3 


x e x dx 


b) 2 sen 4 x cos x dx 
JO 



352 Um Curso de Càlculo — Voi 1 


«> n 


(2x + 3) 100 dx 


x sen 3x 2 dx 


h (*-i ) 3 

f 1 X 

Jo 1 + X 4 


3. Calcule. 

a) j sen 2 x cos x dx 

C) J cos 3 x sen 3 x dx 

e) | sen 2* + cos 2 x dx 

8) J sen 3 x dx 
i) J tg 3 x sec 2 x dx 
l) J tg x sec 3 x dx 
n) J sen* 3 + cos x dx 
sen * sec 3 * dx 

r ) J tg 3 * cos * dx 

4. Calcule. 


■>Jtt 


- dx 

2* + 3 


e) J —— dx 

J * + 1 

f 2x + 3 

I —— « 

J x + 1 


3 ^L^dx 
JO cos 2 * 


m) I 4 cos 2 2x dx 
JO 

b ) J sen 2 x cos 3 * dx 
d)\ sen* cos * dx 
flj sen 2* -^5 + sen 2 * dx 
*> J cos 3 x dx 
» j tg * sec 2 * dx 

J tg 3 * sec 4 * dx 

o) f sen * sec 2 * dx 


2 2 

sen * cos * dx 


! + 2 tg * 


5 2 J 

- 1 - — dx 

x — 1 x . 


d)W x + 


A f * + 2 

fi I -7 

J x — 1 

f X 2 
h) — 

J x + 1 


5. Suponha a, /3, me n constantes, com a fi. Mostre que existem constantes AcB tais que 


mx + n _ A B 

(* - a) (* - /3) * - a x - fi 
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6. Utilizando o Exercfcio 5, calcule. 


(* + 1) (* - 1) 

* 2 -4 
5* + 3 


x 2 - 3* + 2 


x 2 - 5* + 6 


«h 


*(* - 2 ) 

1 


* 2 - * - 2 
* — 3 

* 2 + 3* + 2 


7. Seja a + 0 urna constante. Verifique que 


8. Calcule. 


fi 1 * , 

—x -=- dx — — are tg-l- *. 

J a 2 + x 2 a a 


f —2 

J 4 + * 2 


j 1 + (* + ir 

0 f-T dx m 

J 5 + (x + 2) 2 

n) f -= — - d* o) 

J * 2 + * + 1 

9. Sejam a + 0 e /3 constantes. Verifique que 


x 2 + 2x + 2 


+ 4* + 8 


x l + 2* + 2 


f 1 , 1 

a) - T dx = 7“ 

J *“ - a 2 2a 

b ) f —X --- 7T dX 

J a 2 +(x + B ) 2 


1 , 1 JC + /3 , f 

-r- dx = — are tg-h *. 

I- (* + /3) 2 a a 


10. Calcule. 


(16 + x 4 ) 3 


f — 

f —— <£c 

J x In * 


dì tg2 xdx 


^ * (In *) 2 
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tg 2 xdx 

5 rfr 

h) ì 

f f,- J * 

V 1 - x^ 

X dr 

j- Ua 

Vi - 4x 2 

1 rfr 

J) J 

Vi - 4x 2 
{ 2X +3 fr 

A-* 2 

’ 2 rfr 

o) i 

J r/T^ 2 
r * dr 

A - 9jc 2 
' ** rfr 

' J 

1 Vi-- 4 

f ^ n. 

Vi - e 2 * 

1 rfr 

q) J 

s) j 

1 rjl-e* 

2 

x-Jl — (In jc ) 2 
** dx 

J J 

Vi - (X + l) 2 

r . 

1 + e 2x 

1 

«) J 

dx 

1 1 + 3e x 
r x 3 

— cos (In x) dx 
x 

X) j 

« d* 

1 + x 8 


12.3. iNTEGRAgÀO POR PARTES 

Suponhamos/e g definidas e derivàveis num mesmo intervalo I. Temos: 

[/(*) g(x)]'=f Oc) g 00 +f(x) g ' (X) 


f(x) g’(x) = [ f(x ) g (x) ] ' -/' Oc) g Oc). 

Supondo, entào, que f’(x)g (x) admita primitiva em / e observando que f(x) g (x) é urna 
primitiva de [/(x) g (x) ] entào/(x) g ' (x) também admitirà primitiva em / e 


f(x) g' (x)dx =/(x) g (x) - I f (x)g (x) dx 


que é a regra de integragào por partes. 

Fazendo « = /(x) e v = g (x) teremos du=f'(x)dxGdv = g'(x) dx, o que nos permite 
escrever a regra 0 na seguirne forma usuai: 


J u dv = uv - j vdu 


Suponha, agora, que se tenha que calcular / a (x) fB (x) dx. Se voce perceber que, multi- 
plicando a derivada de urna das fun^òes do integrando por urna primitiva da outra, chega- 
se a urna fun 9 ào que possui primitiva imediata, entào aplique a regra de integragào por partes. 


Técnicas de Primitivaqào 355 


EXEMPLO 1. Calcule J x cos x dx. 

Solugào 

A derivada de x é 1 ; sen x é urna primitiva de cos jc. Como 1 • sen x tem primitiva imedi¬ 
ata, a regra de integra?ao por partes resolve o problema. 

| x cos xdx = f(x) g (x) — J / ' (x) g (x) dx 

t T 

f g' = x sen x — J 1 • sen x dx. 


x cos x dx = x sen x - sen x dx 


ou seja, 


J x cos x dx — x sen x + cos x + k. 

EXEMPLO 2. Calcule j* are tg x dx. 


Solugào 


J are tg x dx = J are tg x • 1 dx. 


0 truque aqui é acabar com are tg x; vamos entào derivar are tg x e achar urna primitiva 
del. 


J are tg x ■ 1 dx = uv — J v du 

u dv 

= (are tg x) • x - J x • 

J are tg x dx = x are tg x - J ^ * - j dx 


C 1 2 

J are tg x dx = x are tg x — — In (1 + x ) + k. 


EXEMPLO 3. Calcule x z sen x dx. 
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Solugào 


J x 2 sen x dx = f(x) g(x) - J/' (x) g (x) dx 

t t 

f g ' = x 2 (-cos x) — j 2x (—cos x) dx. 


Assim, 


) J x 2 sen xdx — —x 2 cos x + J 2x cos x dx. 

Calculemos, novamente, por partes J 2x cos x dx. 

J 2x cos xdx = 2x sen x — J 2 sen x dx 


ou seja, 


2x cos xdx = 2x sen x — J 2 sen xdx 

t T t t T t 

f 8' f 8 f'8' 


2x cos xdx = 2x sen x + 2 cos x + k. 


Substituindo (3) em (2), vem 


x 2 sen xdx = -x 2 cos x + 2x sen x + 2 cos x + k. 


EXEMPLO 4. Calcule e x cos x dx. 


Solugào 

Fazendo/(x) = e x e g ’ (x) — cos x, obtemos 


J / * (x) 8 (x) dx = j e x sen x dx 


cujo càlculo apresenta as mesmas dificuldades que / e x cos x dx. Se fizermos/(x) = cos x 
e g ' (x) = e x , o problema é o mesmo. Aparentemente, nào vale a pena aplicar a regra de 
integra§ào por partes. 


Mas veja: 


c cos xdx = e x sen x — \ e x sen x dx. 


Por outro lado, 


J e x sen xdx = e x (-cos x) — J ^ (—cos x) dx 
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e sen xdx = —e cos x + 


J e x cos ; 


Substituindo (5) em @ 


e, portanto. 


e* cos xdx = e x sen x + e x cos x - £*cos x dx 


( cos xdx = e x sen x + e x cos x 


J e x cos xdx = ^ e x (sen x + cos x) + k. ■ 

0 truque foi ter percebido que, aplicando novamente a regra de integra 9 ào por partes a 
J e x sen x dx, volta-se a J* e x cos x dx. 

Muitobem! 

EXEMPLO 5. Calcule J cos 2 x dx. 


Solugào 


J cos x cos xdx = cos x sen x — J (—sen x) sen x < 


— sen x cos x + sen x dx. 


Assim, 


e, portanto, 


J cos 2 xdx = senxcosx + J* (1 — cos 2 x) dx 


2 cos z xdx = x + sen x cos x 


J cos 2 xdx — — (x + senxcos x) + k. 


Como sen x cos x = — sen 2x, resulta 
? 


cos 2 xdx = — x + — sen 2 x + k. 
2 4 
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EXEMPLO 6. Calcule J sec 3 x dx. 


Solugào 


J sec 3 xdx = J sec x sec 2 x dx 


t T 

/ g ' 


Assim, 


- sec x tg x - J sec x tg x tg x dx 
J sec 3 x dx = sec x tg x - j* sec a tg 2 xdx 


2 2 

Como tg x ~ sec x — 1, resulta 


J sec 3 x dx = sec x tg x - J sec x (sec 2 a - 1) < 


e, portanto, 


J sec 3 a: dx - sec a tg x - J sec 3 xdx + J sec a dx 


2 sec" 3 xdx — sec a 


tg a + J s 


sec xdx 


J sec a dx = In I sec a + tg a I, 


f sec 3 a dx - ì sec a tg a + — In I sec a + tg a I + k. u 

J 2 2 

Vejamos, agora, corno fica a regra de integrafo por partes na integrai definida (integrai 
de Riemann). Sejam, entào,/e g duas fun^òes com derivadas continuas em [ a, b ]; vamos 
provar que 

f /(a) g'(x) dx = [ /(a) g (a) f - \ b f'{x) g (a) dx. 

Jfl 


De fato, de 


/(*) «'(*)- [/(•*) g (a) J ' “/' (a) g (a) em [ a, b ] 
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f f(x) g'(x)dx= [ [f(x)g(x)]’dx- f f'(x)g(x)dx 
Ja Ja 


ou seja. 


f b f(x) g\ a) dx = [/(a) g(x)f a - f Ò f\x) g( a) dx. 
Ja Ja 

EXEMPLO 7. Calcule J a In x dx. 


Solugào 


Assim, 


ou seja, 


| a In a dx = [/(a) g(*)]j - /'(a) g (a) dx 

11 r a 2 y a 2 i 

, „ = — In a — — — dx 

g' f 2 . Ji 2 a 


L 2 Ji 2 - 

2 2 Jl 


c { , . i 2 . i r a 2 

a In a dx — — t z In t - — — 

Jl 2 2 2 


, , lo, 1 o , 1 

: In a dx = — In t - t z + —. 

2 4 4 


EXEMPLO 8. Calcule 2 are sen a dx. 


Solugào 


I i 

I 2 are sen a ■ 1 d!x = [a are sen a],? - [ 2 ~ r ^- 

Jo Jo Jl- 


7 ■ ■ dx. 


i ~ - r 

f 2 , X dx ~ —— [ 4 -L du = —[ ]i 4 =—— + 1. 

Jo fi^xi 2 Jl 1 2 


2 are se 

Jo 


, 1 1 , V3 i 7r . V3 i 

sen x dx = — are sen — H-- 1 = — H-- 1 

2 2 2 12 2 
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ou seja, 


Exerci'cios 12.3 


1. Calcule. 


, tt , V3 

1 are seri x dx = — + —— — 1. 
o 12 2 


b) I x sen x dx 


i)\xe^ 


m) | e ^sen xdx 
o ) f x 3 cos x 2 dx 


c) J x e dx c) J xlnxdlx 

e) j In x dx f) j x 2 In xdx 

8) J x sec 2 xdx h) J x (Inx) 2 dx 

0 J (In x) 1 dx j) J x e* dx 

/)Jé/cosx<fr m) J e -2 * sen xdx 

n) J x 3 e x2 dx °) J x 3 cos x 2 dx 

p) j e~ x cos2x dx q)jx 2 sen xdx 

2. a) Verifique que 

f sec” x dx = —-— sec” ” 2 x tg x + ——— f sec” ~ 2 x dx 

J n — 1 n — 1 J 

onde n > 1 é um naturai. 
b) Calcule J sec 5 x dx. 

3. Verifique que, para todo naturai n± 0, tem-se 

a) f sen” x dx = — — sen” “ 1 x cos x + —-- f sen” “ 2 x dx 

1 n ni 

b) f cos” x dx ~ — cos” ~ 1 x sen x + --- f cos” ~ 2 x dx. 

1 n ni 


cos” * x dx. 


4. Utilizando o item (a) do Exercicio 3, calcule. 


a) sen rà 


b) sen xdx. 


5. Calcule e st sen tdt;s> 0 constante. 


6. Verifique que para todo naturai n> le todo reai s > 0 


e~ st dt =- t n e~ st + - 


fi-- 
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7. Calcule. 


„) J o ' X e* dx 

77 

c) 2 e * cos x dx 

lo 


b) J In x dx 

d) t 2 e~ st dt (s # 0) 


8. Sejam m e n dois naturais diferentes de zero. Verifique que 

a) f x” (1 - x) m dx = m f x” +1 (1 - x) m ~ 1 dx 

’ 10 n + 1 Jo 

ri wl mi 

b) f *" <1 - *) w dx =-—- 

} 1 0 (m + n + 1)! 

9. Verifique que, para todo naturai n s* 2, 

TT 7r 

f 2 sen” x dx = —-- j* 2 S en” “ 2 x dx 

IO n lo 

10. Verifique que, para todo naturai n > 1, tem-se 

^ il (l “ * 2) " * = 77+7 Jo (‘~ Jc2) "" 1 * 
w f‘ = 

' Jo (2n + 1)! 

11. Suponha que g tenha derivada continua em[0,+»[ e que g (0) - 0. Verifique que 

J o g'(0 e~ st dt = g(x) e~ sx + s g(t) e~ st dt. 

12. Suponha/" continua em [ a, b ]. Verifique que 

r b 

/(*)=/<*)+/'<«) <*>-«)+ n> - o r co dt. 

Ja 

13. Suponha /"' continua em[a,b ]. Conclua do Exercicio 12 que 

f(b) =f(a ) +/' (a) (b - a) + ^ ^ (b - a) 1 + [ —-— /'"(/) dt. 

2 la 2 

12.4. Mudanqa de VariA vel 

Seja/definida num intervalo /. Suponhamos que x = <p(u) seja inversivel, com inversa 
u = 6 (x), x e /, sendo <p e 6 derivàveis. 


J/(<P («)) (p’ (u)du = F («) + k (w é D v ) 

J/(x) dx = F (6 (x)) + *. 
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De fato, de © 


(«)=/(?(«)) 9\u) 


(F(6(x)))**F'(0(x))O' (x) 

=f(<p(d(x)))<p'(d(x))e'(x) 
= /(*) 

pois, <p (0 (x)) = x e <p ' (6 (x)) 6 ’ (x) - (<p(6(x))) ' = 1 . 


j f(x) dx = ? 

x = <p (u) ; dx — <p' (u)du 

jf(x) dx = J/(<p (w)) (p ' («) fifa 

observando que, após calcular a integrai indefinida do 2 .° membro, deve-se voltar à va- 
riàvel x através da inversa de <p. 


EXEMPLO 1. Calcule J x 2 fiJ+l dx. 


Solugào 


x 2 Jx + 1 dx = ? 


x + 1 = u <=> x = u - 1 ; dx = du (<p '(«) = I) 

1 

J x 2 yjx + 1 c/x = j* (m — l ) 2 y[u du = J (u 2 ~ 2u + 1) u 2 du 


ou seja, 


= + ujdu = ifl-2 *f + *f + * 

2 2 2 

= | V(* + D 7 - | /(* + D 5 + 1 V<* + D* + k 


f x 2 Jx + 1 dx = — J(x + l) 7 - — J(x + l) 5 + — J(jc + l) 3 + k. m 

J 7 5 3 

Observa^ào, A mudala x + 1 = u , u > 0, também é interessante; veja que està mudala 
elimina a raiz do integrando. Fa$a os càlculos adotando està mudan^a. 
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EXEMPLO 2. Calcule j /l - x 2 dx. 

Solugào 

| Vi “ x 2 dx = ? 


Como 1 - sen 2 u = cos 2 u, a mudala x = sen u elimina a raiz do integrando, 
x = sen u I < u < — |; dx = cos u du. 

I 2 2 ) 


J Vi — x 2 dx = | Vi “ sen2 u cos u du 
— J -V c °s 2 u cos u du 


ì -> 


TT 

7 T ' 

/COS^M 

= Icos ui = cos «, pois, 

u e -—, 

J 2 

~2 . 

5 dx = 

f cos 2 u du = f f — + 

— cos 2 u 

| du 


J J u 

2 J 



— — u + — sen 2u + k~ — u + — sen u cos u + k. 

2 4 2 2 

De x = sen «, — y <«Cy, segue u = are sen x e cos u = V^~ x 2 ; logo 

J Vi - x 2 dx = are sen x + — x Vi - * 2 + * (-1 < * < 1). 

Antes de passarmos ao próximo exemplo, faremos a seguinte observa^ào: supondo / 
integràvel em [ a, b ] e F ' = /em [ a, b ], pelo l.° Teorema Fundamental do Càlculo 


f / (x) dx = F{b) - F(a). 
Ja 


Observamos que (A) continua vàlida se supusermos /integràvel em [ a,b],F continua 
em [a,b]cF’ = /em ] a, b [ (verifique). ■ 


EXEMPLO 3. Calcule 
Solugào 


t^ 


Pelo exemplo anterior, F (x) = ^ are sen x + ~ x ^jì~ x 2 é urna primitiva de Vi “ x 2 
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em [ 0, 1 [. Como F é continua em [ 0, 1 ] ef(x) = ■yjl - x 2 integravel neste intervalo, se¬ 
gue da observagào acima que 


Jl - x 2 dx = \ — are sen x + — x Jl - x 2 = • 


Observagào. J are sen x + ~ x — x 2 é urna primitiva de -Jl — x 2 em ] -1, 1 [ (veri- 
fique). Cuidado , are sen x e Jl —jc 2 nào sào derivàveis em 1 e — 1. 


No próximo exemplo, vamos calcular novamente 
de mudanga de variàvel na integrai definida. 

EXEMPLO 4. Calcule J* y/l^x 2 dx. 


t^ 


x 2 dx utilizando a fòrmula 


Solugào 


fi i - ir 

^1 - jc 2 dx = ? 

x -- sen u , dx = cos u du 
x = 0 ; u = 0 (sen 0 = 0) 


7r ( ir 

jc = 1 ; « = — sen — = 1 

2 V 2 ) 


Observe que x = g (u) = sen u tem derivada continua em 0, y , g (0) = sen 0 = 0 e 

( 77 A 77 

— I = sen — = 1. Pelo teorema de mudanga de variàvel na integrai de Riemann 
J -\jl - jc 2 dx = j^ 2 -yjl - sen 2 u cos udu = j 2 ^c os^u cos u du 


/l — x 2 dx — f 2 Icos «I • cos u < 
' Jo 


Como«e[0, — ], cos u 5= 0; dai I cos u I = cos u. 
2 


f Jl — jc 2 <£t = f 2 cos 2 u du= f 2 

Jo Jo Jo 


1,1 - ^ , 
— H— cos 2 u du 

2 2 J 


Assim, 
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ou seja, 

f Jl — x 2 dx = T — u + — sen 2 u 
Jo ^ L 2 4 

Observe que nào houve necessidade de se retomar à variàvel x\ 

Observagào importante. Na mudanga da variàvel na integrai definida 

f(x)dx— f f (g (u)) g'(u) du 
2 Jc 

a mudanga x = g (u), u e[c,d ] nào precisa ser inversivel, o que precisa é g ' ser continua, 
g (c) = a e g (d) = b. 

A ocorréncia de raiz no integrando é algo muito desagradàvel; se perceber urna mudanga 
de variàvel que a elimine, nào vacile. 



EXEMPLO 5. Indique, em cada caso, qual a mudanga de variàvel que elimina a raiz do 
integrando. 


a) J/l + x 2 dx 
c) 175 - 4x 2 dx 
e) J ^'1 - cos x dx 
g) j^jlx - x 2 dx 
0 J ^x 2 + 2x + 2 dx 
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, V3 

d)x= — tg u. 


e) j /l - cos 


cos * dx = ? 


2 x 2 X 

cos * = cos — - sen —. 

2 2 


J,/Ì “ cos x dx = 1 - cos 2 + sen 2 ^ 


= J \ sen 2 |^ = V2 J jsen 2 ! 


e, portanto, nenhuma mudanga de variàvel é necessària. 


/) jì/l-Ot-l ) 2 <fc = ? 


x - 1 = sen u ou x = 1 + sen u 


resolve o problema. 
g) J ^2x - x 2 dx = l 

Primeiro vamos expressar o radicando corno urna soma de quadrados: 


ou seja, 


Assim, 


2x - x 2 = -(x 2 - 2x) = -(x 2 - 2x + 1) + 1 


2x - x = 1 - (x - l) 2 


J2x — x 2 dx = 


= Vi - (a: - l ) 2 


A mudanga x — 1 = sen u resolve o problema. 




x 2 + 4x - 3 dx = ? 


-x + 4x - 3 = -(x - 4x + 3) = -(x 2 - 4x + 4) + 1 


ou seja, 


-x z + 4x - 3 = 1 - (x - 2) 2 
A mudanga de variàvel x — 2 = sen u resolve o problema. 
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t 2 + 2x + 2 dx - J Vi + (x + l) 2 dx = ? 


x -I- 1 = tg u 


resolve o problema. 


4 l 2 


1 1 

x — — = — sen u 
2 2 


resolve o problema. 


EXEMPLO 6. Calcule \J 1 + x 2 dx. 


Solugào 


x = tg u\dx- sec 2 udu -~ < u < — 
< 2 2 


il + x 2 = A/sec 


;c 2 u sec 2 « du = J I sec « I sec 2 u < 


I sec « I = sec u, pois, sec w > 0 [ — — < w < — 

l 2 2 J 


jl + x 2 dx 


= Jsec 3 u i 


Pelo Exemplo 6 da segào anterior, 


J sec 3 udu = — [ sec u tg u + In I sec u + tg u I ] + k. 


Voltemos à variàvel x: 


x = tg u; 1 + x 2 = sec 2 u 
corno sec « > 0, sec u = yl + x 2 


Vl + x 2 dx = ^ x Vi + X 2 + In (x + V 1 + x 2 ) + k. 


Entào, 
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EXEMPLO 7. Calcule j^l + x 2 dx. 

Soluqào 




1 + X 2 dx = 7 


x = tg u ; dx - sec 2 u du 
x = 0 ; u = 0 (tg 0 = 0) 


x = l ; u = — tg — = 1 

4 v 6 4 


j _ £ 

+ x 2 dx = j^ 4 <y/l + tg 2 u sec 2 udu = 

= J 4 sec 3 u du = ^ sec u tg m + In ( sec u + tg u )j 


assim, 

(V 1 + * 2 | [V2 + In (V2 + 1)]. 

EXEMPLO 8. Calcule a àrea do circulo de raio r. 

Solugào 

<= 4 J„V^ * 


area : 



Temos 


U r2 -* 2 ^ = r Jo A/I“(f) * 


d 


> = r sen u ; dx = r cos u du 
x — 0 ; u ~ 0 


x = r 


7 r 

; w = — 
2 


J^r 2 — jc 2 <ix = r j* 2 tJì — sen 2 u r cos u du = 

= r 2 J 2 cos 2 w da = r 2 j^ 2 ( — + — cos 2u J du 


ou seja, 

Portanto, 

Exercicios 12.4 
1. Calcule. 


f Jr 2 — x 2 dx = r 2 — u + — sen 2u | 2 — 
Jo L 2 4 


1 2 77T 2 


àrea = 4 J" ^/r 2 — x 2 dlx - 


Jo 


= ^2 


a) J ^1 - 4x 2 
C) ^ J4 + * 2 


J Vl -^ 2 


e) 

ol Tir 


</x 
- d!x 

ctc 

■ dx 

dx 


«J 


4-* 2 
1 


dx 


4 + x z 


■ dx 


9 — 4x 2 dx 


0 JV 

n) JV-^ 2 + 2x + 3 d!x 


/) J-y/3 - 4x 2 d!x 

ft) J x 2 -^1 - x 2 dx 

j) j^9-(x-l) 2 dx 
m) 

«>J 


'-x 2 +2x + 2 dx 


1 


X 2 Jl + x z 


2. Calcule a àrea do conjunto de todos os (x, y) tais que 4x 2 + y 2 « 1. 

2 2 

X * y* 

3. Calcule a àrea do conjunto de todos os (x, y) tais que —4—=- *£1. (a > 0 e b > 0.) 

a L b z 

4. Calcule. 


a) Jx 2 (x+ l) 10 dx 
1 

i + 4x 


c) f -— l —p= dx 
J 1 + ^ 


b) J x 2 x ~ 

<0 f —4-3 

J (1 + Vjc) 3 


1 dx 


dx 
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(x + l ) 5 


g) j^l-e x dx 
f x 2 + 1 

l) * -yj 2 x~~ X 2 

0 J x are sen x dx 

n) J are tg Vx" d 


j) f Z—L dx 

J px + 1 
h) J -yj\~+ Vjc dx 

j) | 2 r- 

j x 2 + 2x + 5 

m) J x (are tg x) 2 d 
f are tg e* 

0) J 


5. Sejammen constantesnào nulas dadas. Verifique que 

f + « m y 

I - 5 - du = — In (1 + u ) + n are tg u + k. 

J 1 + u c 2 

6 . Com urna conveniente mudan§a de variàvel, transforme a integrai dada numa do tipo 

f mu + n 

- du (me n constantes) e calcule. 

J 1 + 

J 4 4- r 2 J Q 4- 4^2 


J x 2 + 2 x + 2 
, f 2 x + 1 

e) - dx 

J x 2 + 4x + 5 


. f 3x-2 

<f) —5 -dir 

J x z + jc + 1 

J 9 + x 2 


7. Calcule a àrea do conjunto de todos (x, y) tais que x 2 + 2jy 2 *£ 3 e y s* x 2 . 

8 . Calcule a àrea do conjunto de todos (x, y) tais que x & ^ 1 + y 2 e 2x + >> 2. 

9. Indique urna mudan 9 a de variàvel que elimine a raiz do integrando. 


a) j -J9 — x 2 dx 

c) | V* 2 + 9 àx 

e) J ^3 — 4x 2 dx 
g) J-\/4x 2 + 3 dx 

0 Jx ^Jx — 1 dx 
n) J ^x 2 +3x + 3 dx 


è) JVx 2 “9 dx 
d) Jx 2 yj 1 — x 2 dx 
/) J ^4x 2 - 3 dx 

m) J ^/l + dx 

0 ) J^/l + Vx dx 


p^Sx 2 


12.5. Integrais Indefinidas do Tipo f 7 -—«r dir 

J (x - a) (jc - /3) 


Para calcular 


f — f - 

J (x - a 


(x - a) (x - fi) 


- dx, vamos precisar do seguinte teorema. 
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Teorema. Sejam a, fi, m e n reais dados, com a ± fi. Entào existem constantes A 
e B tais que 

mx + n _ A B 

a (x - a) (x - fi) x - a x - fi 

mx + n _ A B 

(x - a) 2 x - a (x - a) 2 


Demonstragào 

A t B _ (A + B) x - A/3 - aB 
x - a x- fi (x - a) (x - fi) 

Basta entào mostrar que existem A e B tais que 


A + B = m 


fiA + aB — -n. 

Este sistema admite solugao ùnica dada por 

am + n firn + n 

A = -e B= — —-— 


xm + n _ nix — ma + ma + n _ m (x — a) + ma + n 
(x - a) 2 (x - a ) 2 (x - a ) 2 (x - a) 2 (x - a) 2 

TomandO'Se, entào, A = m e B = ma + n 


(x - a ) 2 x - a (x - a ) 2 

Observe que em cada fra§ào que ocorre no teorema acima o grau do numerador é estri- 
tamente menor que o grau do denominador. 

Vejamos, agora, corno calcular 


(x - a) (x - fi) 


dx, com a 4 = fi. 


onde P (x) é um polinòmio. Se o grau de P for estritamente menor que o grau do denomina¬ 
dor (grau de P < 2) pelo item (a) do teorema 

P(x) A + B 

(x — a) (x - fi) x — a x — fi 

e, assim. 


(x - a) (x - fi) 


dx = Alnlx — al + /?lnlx-/3l + fc. 
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Se o grau de P for maior ou igual ao do denominador, precisamos antes “extrair os inteiros”. 

-- = Q (jc) + -5-^- 

o - a) (x - j3) (x ~a)(x - /S) 

onde Q(x)eR (jc) sào,respectìvamente, oquocienteeoresto dadivisào de P (jc) por (jc - a) (x — fi). 
Observe que o grau de R é estritamente menor que o grau do denominador. 

Nào se esquega : voce so pode aplicar os resultados do teorema anterior quando o grau do 
numerador for estritamente menor que o do denominador. Se o grau do numerador for mai- 
or ou igual ao do denominador, primeiro “extraia os inteiros”. 


EXEMPLO 1. Calcule TT 

J x A — 3jc + 2 


Solugào 


xT - 3jc + 2 = (jc - 1) (x - 2). 


O grau do numerador é menor que o do denominador. Pelo item (a) do teorema, existem 
constantes A e B tais que 


x 2 — 3x + 2 jc — 1 jc — 2 

Jà sabemos que A e fi existem; o problema é calculà-los. Para todo jc, devemos ter 


Fazendo x = l 


Fazendo jc = 2 


jc + 3 = A (jc - 2) + fi (x - 1). 


4 = A (1 — 2) ou A = -4. 


5 = fi (2 - 1) ou fi = 5. 


Assim, 


x 2 - 3jc + 2 


f f -A. 

J jc 1 J x — : 


■dx = -41nljc— 1 I + 5 In I JC — 21 + k 


ou seja, 


jc 2 - 3jc + 2 


dx = - 4 In Ijc - Il + 5 In Ijc - 21 + k. 


EXEMPLO 2. Calcule 


jc 2 +2 
x 2 — 3jc + 2 
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Solugào 

O grau do numerador é igual ao do denominador. Primeiro precisamos extrair os inteiros. 


xl+0x + 2 x 2- 3x + 2 

-JC 2 + 3jc - 2 —- 


* 2 + 2 = i + _ 3x__ 

X 2 -3x +2 X 2 - 3x + 2 


jc 2 +2 
r 2 - 3jc + 2 


dx= 1-t 


r 2 - 3jc + 2 


dx = x + 


jc 2 — 3jc + 2 


Vamos, agora, determinar A e fi tais que 


A_ + _£. 


jc 2 -3jc+2 jc-1 jc-2 
3x = A (jc - 2) + fi (jc - 1). 

Fazendo x = 1, obtemos A = — 3. Fazendo jc = 2, obtemos fi = 6. Assim, 


jc 2 - 3jc + 2 




■dx= -3 In Ijc - 1 I + 6 In Ijc - 21. 


Portanto, 


jc 2 - 3x + 2 


c£c=jc-31nljc — ll + 61nljc — 21 + fc. 


Para calcular I - =- dx, é mais interessante fazer a mudanca de variàvel u = jc — 

J (jc - a) 2 

a do que utilizar o item ( b) do teorema. 


EXEMPLO 3. Calcule 


Solugào 


(x ~ l) 2 


u ~ x — 1<=>jc= u + l\ dx = du 


f x 3 + 2 J _ f (u + l) 3 + 2 

J (x-l ) 2 J « 2 


u 3 + 3 u 2 + 3u + 3 


du = f u + 3 + — + ~ du. 
J u u l 
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I — 

J (x- 


_)_ 2 «2 T 

-- —pf dx = -1- 3k + 3 In lui — — + k 

(x - l) 2 2 u 


*3+2 (x — l) 2 3 

---y- = - - + 3 (x - 1) + 3 In \x - Il - —2— + k. 

(x-l) 2 2 x -1 


EXEMPLO 4. Calcule 


Solugào 


e J — 

J cos 


f -}—dx= f 

J cos X J cos 2 X J 1 ~ se 


u = sen x; du - cos x dx. 


—dx = 
COS X 




resulta 


e, portanto, 


Por outro lado 


_J_ = I _L_ + _L_ 

1 — M 2 2 1 — U 1 + M 


J y 2 = -j [~ln 11 - «I 4- In 11 + «l] 


1 , 1 , 1 + sen x 

- dx = — In - 

cos x 2 1 - sen x 


1 + sen x (1 + sen x) 2 - 

- -5- = ( sec * + tg *) ■ 

1 - sen x cos^ x 


f —-— dx = In Isec x + tg xl + jfc. 
J cos x 
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12.6. Primitivas de FuNgòES Racionais com 

Denominadores do Tipo (.x - a ) (x - fi ) (x - y) 


A demonstra 9 ào do próximo teorema é deixada para o final da sef ào. 



Observe que, em cada fragào que ocorre no teorema acima, o grau do numerador é estri- 
tamente menor que o do denominador. 


f x^ + 2x + 1 

EXEMPLO 1. Calcule -=- dx. 

J x 3 — x L — 2x 




376 Um Curso de Calcalo — Voi, 1 


Soluto 

O grau do numerador é maior que o do denominador. Primeiro devemos “extrair os inteiros”, 


x 4 + Ox 3 + Ox 2 + 2x + 1 

-x 4 4- x 3 + 2x 2 _ 

x 3 + 2 x 2 + 2x + 1 
-x 3 + X 2 + 2x 

3x 2 + 4x + 1 


x 3 - x 2 - 2x 
x+ 1 


* 4 +2x + ì _ 3x 2 +4x + l 

x 3 -x 2 -2x X x 3 ~x 2 -2x 


X 3 - X 2 - 2x = x (x 2 - X - 2) = x (x + 1) (x - 2). 

3x 2 + 4x + 1 _ 4 + B C 
x(x + l)(x-2) x x+l ~x-2 

3x 2 + 4x + 1 = A (x + 1) (x - 2) 4- Bx (x - 2) + Cx (x + 1). 
Fazendo x = 0 ,x = -1 e x - 2, obtemos A = --,5 = 0eC = —. Assim, 


f-f± 2 / + l 

J x 3 - x 2 - 2 x J 


1 21 ' 

* + 1 — — + —-— </x = 
x x — 2 


ou seja. 


EXEMPLO 2, 


“ 4“ + x - In 1*1 + Q In Ix - 21 + k 
L z 6 


x 4 + 2 x + 1 , x 2 1 21 

- ? _ ? _*- T+ ,__ ta „l + _ ln , jr — 2 | + t . 


Calcule f —r—2LÌA 

j X J - JT* - . 


Solugào 

1 é raiz de x 3 - x 2 - x + 1 . Entào, 


x 3 - x 2 - x + 1 
~x 3 + x 2 

-x + 1 
+x-l 


\x~l 

x 2 -l 
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X 3 - X 2 - X + 1 = (X - 1) (x 2 - 1) = (X - l) 2 (X + 1). 

2x +1 _ A fl | C 

x 3 - x 2 - x + 1 x + l x - 1 (x - l ) 2 

2x + 1 = A (x - l ) 2 + B (x + 1) (x - 1) + C(x + 1). 


Fazendox = 1, 3 = 2C ou C = —. 

£ 


Fazendo x = -1, -1 = 4A ou A = —-- 

4 

Fazendo x = 0, 1 = — — — B + •— ou B — ■— ■ 
4 2 4 


f 2x + \ = j_ f _J 

J x 3 — x 2 — x + l 4 J x H 


f _!_& + ! r_L. * + 2 f 

J x + l 4J x-1 2 J 


(x-1) 2 


r 2 x + 
J x 3 -x 2 - 


-- dx = ~ In Ix + Il + - In Ix - Il - 3 ■ + k. 

x + l 4 4 2 (x - 1) 


Antes de provar o teorema enunciado no micio da se?ào, vamos mostrar que se m,n,pt 
a sào reais dados, entao existem reais m 1? n { ep x tais que 

mx 2 + nx + p - m { (x - a) 2 + h, (x - a) + p x . 

De fato, fazendo x = (x - a) +a vem 

mx 2 + nx + p = m [ (x - a) + a ] 2 + n [ (x - a) + a 1 + p 

— m(x — a) + (2orni + n) (x — a) + ma" + na + p 
= m l (x - a) 2 + nj (x - a) + p x 

onde m ì = m,n l = 2am + ne p x - ma x + na + p. 

A seguir, faremos a demonstragào do teorema mencionado acima. 

a) Pelo que vimos na se?ào anterior, existem constantes A x e B { tais que 


(x - a) (x - (3) (x - y) (x - a) (x - (3) x - y 

_f At t Bj 1 1 

x ~ a x - £j x - 7 


(x - a) (x - y) (x - j 8 ) (x - y) 
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Segue que existem constantes A 2 , B 2 , A 3 , B 3 tais que 

A l + B l - a 2 + #2 + a 3 + B 3 

(■* - a) (x - y) (x - fi) (x - y) x~ a x - y x - (3 x ~ y 

Assim, 

_ 1 _ A4 t B4 [ C4 

(x - a) {x — (3) (x — y) x — a x — (3 x - y 

onde A 4 = A 2 , B 4 = A 3 e C 4 = B 2 + 5 3 . Temos, agora, 

mx 2 + nx + p _ m\ (x — a) 2 + n\ (x — a) + p x 

(x - a) (x- (3) (x - y) (x - a) (x - (3) (x - y) 

_ mi (x - a) | m _ pi _ 

(x - (3) (x ~ y) (x - 13) (x- y) (x - or) (x - 0 ) (x - y) 

Segue que existem constantes A, B, C (por què?) tais que 

mx 2 + nx + p _ A + B + C 
(x - a) (x - jS) (x-y) x-a x - /3 x-y' 

b) -*- T --I-— 

(x - a) (x - f3) 2 (x - a) (x - (3) x - (3 

= r M + b \ 1 _ ^1 _ f B[ 

[ x-a X - j 8 J X - /S (x - a) (x - 0) (x - fi) 2 

Assim, existem constantes A 2 , B 2 , C 2 tais que 

1 _ a 2 , B 2 , C 2 

(x - a)(x - 1 3) 2 x — a x - (3 (x - (3 ) 2 

Deixamos a seu cargo terminar a demonstragào deste item. 

Exercicios 12.6 -- - - 

1. Calcule. 


e ) I in 


x 4 + x + 1 , 
-»- dx 


x + 3 

X 3 - 2x 2 - X + 2 

x 2 + t 
-_ dx 




X - 5 - x z - 2 x 


b) f x (x - 2) (x + 3) ^ 

d) f --- T dx 

J (x + 2 ) (x — l ) 2 

. f x + 5 

j) —X - x - dx 

J x 3 - 4x 2 + 4x 
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2. a) Determine A, B, C, D tais que 

x - 3 A B C D 

(x - l) 2 (x + 2) 2 x - 1 (x - l) 2 x + 2 (x + 2) 2 

r x — 3 

b ) Calcule - x - xr dx. 

j (x - l) 2 (x + 2) 2 

3. Calcule. 

f x +1 , f 2 

a) -j- dx b) —= -dx 

J (x - l) 4 J x 3 (x + 2) 

c) f —dx d) f — X - X -dx 

j X 2 (x + l) 2 J (x 2 - 1) (x 2 - 4) 

12.7. Primitivas de Fun^oes Racionais Cujos 

Denominadores Apresentam Fatores Irredutiveis 
do 2.° Grau 

f p (*) 

Vamos mostrar, através de exemplos, corno calcular I —=- dx quando 

t J ax L + bx + c 

A — a — 4 ac < 0. 

EXEMPLO 1, Calcule f 9 2 * + 1 - dx. 

J x 2 + 2x + 2 

Solugào 

Primeiro vamos escrever 0 denominador corno soma de quadrados: 

x 2 + 2 x + 2 - (x 2 + 2 x + 1 ) + 1 = (x + l ) 2 + 1 . 

Assim, 

2 x + l . f 2 x + l 

—x - dx — I - x- dx. 

X 2 + 2x + 2 j 1 + (x + l) 2 

Fa^amos, agora, a mudan 9 a de variàvel 

u = x + 1 , du = dx. 


I* 2 x + 1 _ f 2 (u - 1 ) + 1 

J x 2 + 2 x + 2 J l + u 2 


du - f ~~ du+\ - 1 ~y du = 

J l + u 2 J l + u 2 

= In (1 + u 2 ) - are tg u + k 
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ou seja, 


~ + - — dx = In (x 2 4- 2x + 2) — are tg (x + 1 ) + k. 

x z + 2x + 2 


EXEMPLO 2. Calcule J 


x 1 + 2x + 3 
x 2 + 4x + 13 


Solugào 

Como o grau do numerador é igual ao do denominador, primeiro vamos extrair os inteiros 

jc 2 + 2x + 3 | x 2 + 4x + 13 

-x 2 - 4x - 13 l 

— 2 x - 10 


x 2 + 2x + 3 


x 2 + 4x + 13 


- dx - \ I 1 - 


2 x + 10 
x 2 + 4x + 13 


x 2 + 2x + 3 


f x* + 2x 

J x 2 + 4x 


dx = x — 


2 x + 10 
r 2 + 4x + 13 


De x 2 + 4x + 13 = x 2 + 4x + 4 + 9 = (x + 2 ) 2 + 3 2 , segue 


2 x + 10 


2 x + 10 


x 2 +4x + 13 J (x + 2) 2 +3 2 


Fazendo x + 2 = 3 u, dx — 3 du. 


2 x + 10 . 

- dx = 

x 2 + 4x + 13 


f aq j r-juio f 4 

J 9m 2 + 9 J m 2 


ou seja. 


Assim, 


2 x + 10 — = i n (i + M 2 ) + 2 are tg u + k. 

x 2 + 4x + 13 


x 2 + 2x + 3 , , x 2 + 4x + 13 

- 1 — dx = x — In- 2 are tg 

x 2 + 4x + 13 9 6 
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Vejamos, agora, corno calcular integrais indefinidas do tipo 


-^- UA 

(x — a) (ax 2 + bx + c) 

onde P é um polinòmio A = b - 4ac < 0. 

Para tal, vamos precisar do 

2 

Teorema. Sejam m, n, p, a, b,c e a numeros reais dados tais que A = b — 4ac < 0. 
Entào existem constantes A, B, D tais que 

mx 2 + nx + p _ A + Bx + D 
(x — a ) (ax 2 + bx + c) x — a ax 2 + bx + c 

Demonstragào 


A Bx + D _ (aA + B) x 2 + (bA - aB + D)x + (cA~ aD) 

x - a ax 2 + bx + c (x - a) (ax 2 + bx + c) 

Basta, entào, mostrar que existem A, B , D tais que 

aA + B = m 

bA — aB + D = n 
cA — aD = p. 

O determinante do sistema é 


a 1 0 

b -a 1 = aa 2 + ba+ci= 0 , pois, 

c 0 —a 

ax 2 + bx + c nào admite raiz reai. O sistema acima admite, entào, urna ùnica soluto. 


EXEMPLO 3. Calcule 


x 5 + x + 1 


Solugào 

O grau do numerador é maior que o do denominador; vamos entào extrair os inteiros: 


Assim, 


x 5 + Ox 4 + 0 x 3 + Ox 2 + x + 1 - s 

-x 5 + 8 x 2 .2 


8 x 2 + x + 1 


x 5 + X + 1 , 8 x 2 + x + 1 

-r- = X 2 H-=- 

x 3 - 8 x 3 - 8 


X 5 + X + 1 , X 3 

—=- dx- — 

x 3 -8 3 


8 x 2 + x + 1 


f 8x + x 

J x 3 - 
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Pelo teorema existem A, B, C tais que 


8x 2 + x + 1 _ A + Bx + C 
x 3 - 8 x - 2 x 2 + 2x + 4 

8x 2 + x + 1 = A (x 2 + 2x + 4) + (Bx + Q (x - 2). 


Fazendo x = 2, 35 = 12A ou A = 


Fazendo x = 0, 1 = 4A - 2C ou C = 


Fazendo x = 1, 10 = 7A — B — C ouB — 


j* 8x 2 + x + l,_35f 1 

J x 3 - 8 ” ni 


61 , 16 

— x H- 

12_3 


x — 2 J x 2 + 2x +4 


= — In Ijc — 21 + 


J_ f 61x + 64 
12 J x 2 + 2x + 4 


Precisamos, agora, calcular 


61x + 64 
x 2 + 2x + 4 


61x + 64 f 61 jc + 64 f 61 (u 

?TJ^ dx = ì (TTTpTà J — 

= 61 f — du + 3 f 

« u 2 + 3 j u 2 + 3 


61 (w - 1) + 64 


Conclusào 


61 , , 2xi\x ^ w 

= — In (u z + 3) + are tg 
= f ln( , 2 + 2, + 4) + -|.arc«gi±I. 


X 5 + X + 1 


f * J + 
J ,3 


= 3L —l- — In I x — 21 + — In ( x 2 + 2x + 4) + are tg * + k. 

3 12 24 12 6 V3 
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Exerci'cios 12.7 


r 4x 2 + I7x + 13 

1. - 5 - dx 

J (x — 1) (x 2 + 6x + 10) 


f 4x + 1 

3. —z - dx 

J x 2 + 6x + 12 

r 3x 2 + 5x + 4 

5. - n - dx 

J x 3 + x 2 + x - 3 


x^ + 4x z + 6x + 1 
x 3 + x 2 + x — 3 


x 3 + lx L + 5x 


x 1 + 6x + 8 


2x l + 4 


x 4 +2x l - 8x + 4 


12 . 8 . INTEGRAIS DE PRODUTOS DE SENO E CO-SENO 

Nesta se?ào serao utilizadas as fórmulas a seguir, cuja verifìcagao deixamos a seu cargo. 


sen a cos b = -j[sen(a + b) + sen(a — 6)] 
cos a cos b — -j [cos(a + b) + cos(a — è)] 
sen a sen b = ^-[cos(a — b) — cos(a + b)\ 


EXEMPLO 1. Calcule J sen 3x cos 2 xdx. 

Soluqào 

Pela primeira fòrmula acima (a = 3x e b = 2x), 

sen 3x cos 2x = y [sen(3x + 2x) 4- sen(3x — 2x)] = ^ sen + sen x ^‘ 


f sen 3x cos 2 xdx =— f (sen 5x + sen x)dx = ——cos 5x -—cos x + k. 

J 2 J 10 2 


EXEMPLO 2. Calcule J cos 2 xdx. 
Solugào 


cos 2 x = cos x cos x. Pela segunda fòrmula acima (a ~ x e b = x), 


cos 2 x ~~ [cos(x + x) + cos(x — x)]=— (cos 2x + cos 0) =—cos 2x +—• 
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f cos 2 xdx = f — cos 2x + — 1 dx = — sen 2x + — + k. 

J JL2 2 J 4 2 

ilcule J sen 3x sen 5x dx. 


EXEMPLO 3. Calcule J sen 3x sen 5x dx. 

Solugào 

sen 3x sen 5jc =—[cos(3x - 5*) - cos(3* + 5*)] =—[cos(- 2x) - cos 8*]. 
2 2 

Como cos(-2x) = cos 2 jc, pois o co-seno é fun?ào par, resulta 


Jsen 3* sen 5* dx=-^- j [cos 2x — cos 8x]tix — 

EXEMPLO 4. Calcule J sen 3 xdx. 

Solugào 


sen 2x sen 8* 


1 1 cos2jc 

sen x sen * = ■— [cos (x - x) — cos (x + *)] = — —- 

2 2 2 


-, sen x sen x cos 2x sen x sen 3* + sen(-*) 

sen J * =--- 

2 2 2 4 

Como o seno é funfào fmpar, sen(-x) = -sen x, e, portanto, 


a 3 sen x sen 3x 

sen J x= --- 

4 4 


f o -3cos* cos 3* , . 

sen J xdx = -1-1- k. 

J 4 12 


,JT 

cos 
J—7T 


EXEMPLO 5. Calcule cos/ix cos mxdx, sendo m e n naturais nào-nulos. 


Soluqào 


cos nx cos mx = — [cos(n + m)x + cos(n — m)*]. 
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Exercicìos 12.8 
1. Calcule. 


a) 

Jsen Ix cos2x dx 

b) 

j* sen 3x sen 5 xdx 

c) 

| cos 2x cos xdx 

d) 

| cos x sen 2xd!x 

e) 

J sen nx cos mxdx, sendo mtn naturais nào-nulos. 

/) . 

sen x sen 2x sen 3xdx 

s) 

| cos x cos 2 x cos 3xd!x 


f n 

2. Calcule sen nx cos mxdx, sendo me n naturais nào-nulos. 

'-K 

fJT 

3. Calcule sen nx sen mxdx, sendo m e n naturais nào-nulos. 

J-jt 


12.9. INTEGRAIS DE POTÈNCIAS DE SENO E 
Co-seno. Fórmulas de Recorréncia 

Inicialmente, vamos recordar as fórmulas 


sen 2 * 


2 


COS 2x 9 

-e cos z * = 

2 


1 

2 


cos 2x 
2 


r 

Se n for impar, fa?a u = cos * e sen 2 x = \ — cos 2 * 

sen” xdx = 

„ r 9 1 cos 2* 

J 

Se n for par, faca sen z x - -- 


l 2 2 
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r 

[Se n for impar, fa 9 a u = sen x e cos 2 x = l — sen 2 x 

I cos" xdx = ?j 

L , r 2 1 . cos 2x 

Se n for par, fa?a cos z x = — + —-— 


EXEMPLO 1 . Calcule Jcos 3 xdx. 

Solugào 

J cos 3 xdx = Jcos 2 x cos xdx. 

du 

Fazendo u = sen x e, portanto, du = cos xdx, resulta 

Jcos 3 xdx = — sen 2 x)cos xdx = J*(l — u 2 )dw —u — ~~ + k. 


f 3 J sen x . ; 

J cos J xdx — sen x --— + k. 

EXEMPLO 2. Calcule Jsen 3 3x dx. 

Solugào 

J sen 3 3x dx = J sen 2 3x sen 3 xdx. 

A mudala de variàvel u = cos 3x implica du = -3 sen 3 xdx. Temos, entào, 

f * „ , — 1 f/, o\ , -lf u 3 1 —cos3x , cos 3 3x , . 

J sen 3 3xdx = — J(l — m 2 )du = —j- + —^— + *• 

EXEMPLO 3. Calcule Jsen 4 jcrf*. 


Jsen 4 xdx = J(sen 2 x) dx — Jf-j- °°^ X dx = — J(l - 2 cos 2x + cos 2 2x)dx. 


De cos 2 2 jc = — + cos 4x regu ] ta 
2 2 


r , , 1 [ 

'(3 

„ . cos4jc^ , 

1 (3x 

„ sen 4x ^ 

sen 4 xdx = — 

— - 

- 2 cos 2 jc +- dx = 


- sen 2x H- 

J 4 J 

V 2 

2 ) 

’ U 2 ' 

8 ) 
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portanto. 


f 4 , 3x sen2x , sen4jc 

sen 4 xdx ~ — —- 1 - 1 - k. 

8 4 32 


Para o càlculo das integrais |sen” xdx e Jcos” xdx, com n 2* 5, recomendamos utilizar 
as fórmulas de recorrència que serào estabelecidas no próximo ex empio. 

EXEMPLO 4. Seja n um nùmero naturai, com n > 2. Mostre que 

a) f sen” xdx = — — sen”" 1 x cos x + ——- f sen” -2 xdx. 

J n n J 

b) f cos” xdx = — cos” -1 x sen x + ——- f cos” -2 xdx. 

J n n J 


Solugào 


a ) Vamos integrar por partes. 


| sen” xdx = Jsen” -1 jcsen xdx = - sen" -1 x cos x ~ J(n - l)sen” -2 x cos x(-cos x)dx 
dai f 8 

J sen” xdx — —sen" - 1 x cos x + (n — 1) J sen” -2 jc(1 — sen 2 jc) dx 


ou seja, 


J sen” xdx = — sen" 1 x cos x + (n — 1) J sen" 2 xdx — (n — 1) J sen" xdx. 
Passando para o primeiro membro o ùltimo termo e somando, obtemos 
n J sen" xdx = - sen" -1 jc cos x + (n - 1) J sen" -2 xdx 


e, portanto, 


1 xdx = ——sen" 1 xcosjc + 
n 


n-l f 

- sen" 

n J 


b) Deixamos a cargo do leitor. 


EXEMPLO 5. Calcule J cos 5 xdx. 
Solugào 

Pela formula de recorrència, temos 
f « , 1 


f cos 5 xdx = — cos 4 x sen x + — f cos 3 xdx, 

J 5 5 J 
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Jcos 3 xdx = ^ cos 2 * sen * + j cos xdx. 

Como J cos xdx = sen x, resulta 

j* c 1 . 4 O 

J cos xdx = — cos x sen x + — cos 2 x sen x + — sen x + k ■ 

J 5 15 15 

Vejamos, agora, corno calcular integrais de produtos de poténcias de seno e co seno. Seiam 
m e « numeros naturais. J 


! x cos m xdx - ? 


Se n for impar, fa?a u = cos x. 

Se m for fmpar, fa$a u = sen a:. 

Se m zn forem pares nào-nulos, fa$a sen 2 x = 1 - cos 2 a: 
ou cos x = 1 - sen x e utili ze as fórmulas de recorrència acima. 

Ou entào, fa?a sen 2 x = — - cos e cos 2 jt = — + — s j 

_ 2 2 2 2 


EXEMPLO 6 . Calcule Jsen 3 3x cos 3 3 xdx. 
Soluqào 


Inicialmente, vamos fazer a mudan 9 a de variàvel z = 3x e, portanto, dx = — 


Segue que 


Jsen 3 3* cos 3 3 xdx = ~ Jsen 3 z cos 3 zdz. 


Vamos, entao, ao càlculo de Jsen 3 z cos 3 zdz. Como ambos os expoentes sào impares, po- 
demos escolher a mudala de variàvel u = cos z ou « - sen z. Vamos escolher a segunda. 


sen 3 z cos 2 z cos zdz 


Escolhendo u - sen z, du — cos zdz . Lembrando que cos 2 z = 1 - sen 2 Z , vem 


f sen 3 z cos 2 zdz = f w 3 (l - u 2 )du = — - ~ = ì 

J J 4 6 


Portanto, 


Jsen 3 3x cos 3 3 xdx = — 


1 sen 4 3x sen 6 3*] . 

31 “ 6 +k ■ 
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EXEMPLO 7. Calcule J sen 2 x cos 2 xdx. 


Solugao 

l.° PROCESSO 


J sen 2 x cos 2 xdx = J ~ - 


1 cos 2 x 1 + cos 2x 

2 2 2 2 


J sen 2 x cos 2 xdx = J(1 - cos 2 2x)dx = J ^ C °^* 


e, portanto. 


sen 2 x cos 2 xdx — —I — — 


1 ( x sen 4x 


2.° PROCESSO 


Lembrando que sen 2x = 2 sen x cos x e, portanto, sen x cos x = — sen 2x, temos 
r o lf t ~ , 1 t( 1 cos4jcA , 1 ( x sen4x^ 


sen 2 jccos 2 xdx = — sen 2 2 xdx = — — - 


4J 2 2 


dx = — —- 

4l2 8 


3.° PROCESSO 

Fazendo sen 2 x = 1 - cos 2 x, vem 


j" sen 2 xcos 2 xdx = J cos 2 xdx — J cos 4 xdx. 


Pela fòrmula de recorrència, 


cos x sen x 1 f , sen 2x x 
-+ — dx ~ -+ — 

2 2 J 4 2 


r a ■ 1 -x . 3 r 2 j cos x sen * , 

I cos^ xdx = — cos J x sen x H— cos xdx - - 1 - 

J 4 4 J 4 


16 + 8 


Subtraindo membro a membro as duas ultimas igualdades, resulta 


f 2 2 j ser 

J sen z x cos z xdx = —- 

EXEMPLO 8 . Calcule j" cos 2 7x sen xdx. 


sen 2 jc cos 3 x sen x x , . 

--+ _ + k. 

16 4 8 
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Soluto 

Aqui a melhor alternativa é proceder corno na segào anterior. Temos 
Jcos 2 Ix sen xdx = ~ J(14- cos 14x)sen xdx = ^ J sen xdx + ~ J sen xcos Uxdx 

De sen x cos I4x = —[sen 15x + sen(— 13x)] = y (sen 15x — sen 13x), segue 

Co -, j -cosa: cosl5x cosl3x 

cos z Ix sen xdx =--h-+ k 

J 2 60 52 

Exercicios 12.9 _ —-- 


a) Jcos 2 5xdx 
c) J cos x sen 4 xdx 
e) J sen 2 x cos 4 xdx 
g ) Jsen 2 2x cos 2 3xdx 


b) J sen x cos 2 xdx 
d) J sen 2x cos 2 2xdx 
f) J cos 2 2x sen 2 2xdx 
h) J c os x cos 2 4xdx 


2. Seja/>) urna fungào continua. 

a) Mostre que a mudanga de variàvel u = sen x transforma a integrai 
J/(sen jc)cos xdx em J f(u)du. 

b) Mostre que a mudanga de variàvel u = cos x transforma 
J/(cos x)sen xdx em -J f(u)du. 


3. Utilizando o Exercicio 2, calcule. 


a) jcosx^Ji 
f sen x 

c) J- 5 

J cos J X 


| cos 3 x (l + ^/sen x 


e) j^j^dx 
J sen 7 x 


f) 

J 1 + sen 


12 . 10 . Integrais de Potèncias de Tangente e Secante. 
Fórmulas de Recorréncia 


Inicialmente vamos relembrar as seguintes fórmulas: 
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1. Jsecxdx=ln|secx+tg x\k 

2. J tg xdx = — In |cos x\+k 
3- j* sec 2 xdx^= tg jc + k 

4. Jtg 2 xdx = j (sec 2 x~\)dx=ig x — x + k 

5. [tg” jtsec 2 j«£x=—- —+k(n±-\) 

J n +1 

f se c n+1 

6. j sec” xsecxtg xdx— - + k(n 1) 

J n +1 


Para o càlculo de integrais de potèncias de tangente e de secante, com expoente naturai 
n> n 3* 2, utilizam-se as seguintes fórmulas de recorréncia: 


1. tg" xdx = 


tg” 


■ J tg” 2 xdx (Exemplo 3) 


2 . fsec” x^= SCCn ~ 2j:tgX + ^fsec”- 2 


xdx (Exemplo 7) 


EXEMPLO 1. Calcule J tg 3 xdx. 


Solugào 

l.° PROCESSO 


J tg 3 xdx — Jtg x(sec 2 x—\)dx = Jtg x sec 2 xdx — J tg xdx 


portanto, 


2.° PROCESSO 


2 

1 xdx = — * -F lnlcos x\ + k. 


fu, r sen 2 x sen x , 

tg 3 xdx = -=- dx. 

J J cos J X 


Fazendo u = cos x e, portanto, du - —sen xdx, vem 


Jtg 3 xdx = -j^-=-j{iri--)du= 


-+ln|w| + fc. 
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Portanto, 


f - 

J tg 3 xdx = — y~ + lnjcos x| + k. 

SCC^ X t &, 2 X 

(Observe que —-— difere de — por urna constante!) 


EXEMPLO 2. Calcule J tg 4 xdx. 
Solugào 


| tg 4 xdx = J tg 2 x(sec 2 x - \)dx = Jtg 2 xsec 2 xdx - J tg 2 xdx. 


Segue do formulàrio acima 


J tg 4 xdx = ^ - (tgx - x) + k. 


No próximo exemplo, estabeleceremos a formula de recorrència para o càlculo de inte- 
grais de potèncias de tangente. 

EXEMPLO 3. Sendo n um nùmero naturai, n > 2, mostre que 


[ tg" xdx - —-— - f tg" 2 xdx. 

J n— 1 J 


Solugào 


J tg" xrfx = J* tg" 2 x(sec 2 x - \)dx - Jtg" 2 xsec 2 xdx - Jtg" 2 xdx. 


Portanto, 


f tg" xdx *= —-— - [ tg" 2 xdx. 

J n — lJ 

EXEMPLO 4. Calcule J tg 5 xdx. 

Solugào 

Pela fòrmula de recorrència. 


J tg 5 xdx = - J tg 3 xdx - - 


g 4 x tg 2 x 
4 2 


f J tg xdx. 
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portanto, 

J tg 5 xdx = X ^ L ~- - —^ - lnjcos x\ + k. 
EXEMPLO 5. Calcule J sec 5 x tg 3 xdx. 

Solugào 

1 °PROCESSO 

Vamos utilizar a fòrmula 6 do formulàrio dado no imcio da segào. Temos 


Jsec 5 x tg 3 xdx = |sec 4 x(sec 2 x - l)sec x tg xdx. 


| sec 5 x tg 3 xdx = J sec 6 x sec x tg xdx — J sec 4 x sec x tg xdx 


e, portanto, pela fòrmula mencionada, resulta 


Jsec 5 xtg 3 xdx — 


sec 7 x sec 5 x 


2.° PROCESSO (Expressando o integrando em termos de sen x e cos x.) 


[ sec 5 x tg 3 xdx = f Sen R X sen xdx. 
J J cos 8 x 


Fazendo u = cos x e, portanto, du =-sen xdx, resulta 


J sec 5 x tg 3 x<2x = — j" -—~ du = —ju 8 du + J u 


6 du== —=--r + k 

lu 1 5 u 5 


e, portanto. 


J* sec 5 xtg 3 


, sec ' x sec x , . 
xdx = --+ k. 

1 5 


EXEMPLO 6. Calcule J sec x tg 2 xdx. 
Solugào 


Jsec xtg 2 x dx = Jsec x (sec 2 x - l)dlx = Jsec 3 xdx - Jsec xdx. 
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Para o càlculo de J sec 3 xdx, vamos utilizar integrafo por partes. Temos 
Jsec 3 xdx = jsecx^sec^cdx = sec x tg x - Jsec x tg x tg xdx. 


Segue que 


J sec 3 xdx = sec x tg x - J sec x(sec 2 x - 1 )dx = sec x tg jc - Jsec 3 xdx + Jsec xdx. 


Temos, entào. 


e, portanto, 


2 j* sec 3 xdx - sec x tg x + J sec xdx 


3 _ sec x tg x , ln|secx + tgx| 


sec 3 xdx 


Conclusào: 


f sec * tg2 ^ _ ink££±Mi[ 

J 2 2 


No próximo exemplo sera estabelecida a formula de recorTència para o càlculo de inte¬ 
grai de potèncias de secantes. 

EXEMPLO 7, Sendo n um nùmero naturai, n 2= 2, mostre que 
f sec” -2 x tg x - 2 r „ , 

I sec" xdr — -—— A- - I c ^n~2 


n — 1 n 


—Y j sec” 


Solugào 

Vamos proceder exatamente corno no càlculo da integrai de sec 3 jc efetuado no Exemplo 
6. Temos 

J sec " x dx = | sec” -2 jc s ectxdx = sec" -2 x tg jc - J(n - 2)sec” -3 jc sec jc tg jc tg xdx 
f g' 


Jsec" xdx = sec" 2 x • tg x - (n - 2)Jsec” -2 jc(sec 2 x- 1 
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e, portanto, 


Segue que 


I*sec" xdx ~ sec" 2 x tg jc - (n ~ 2) J sec" xdx + (n- 2)J sec” 2 xdx. 
(n - 1)Jsec" xdx = sec" -2 x tg x + (n - 2)Jsec" -2 xdx. 


sec" 2 x tg x n — 2 


n- 2 f 

- sec" 

n-1 J 


Para finalizar a segào, sugerimos a seguir corno proceder no càlculo de produto de po¬ 
tèncias de tangente e secante. 

| sec" x tg m xdx = ? 

Se m for ìmpar, proceda corno no Exemplo 5. 

Se m for par, expresse o integrando em potèncias de sec jc, 
corno no Exemplo 6, e utilize a formula de recorrència 
para o càlculo de integrai s de potèncias de sec x. 


Exereidos 12.10 ~ 

1. Calcule. 

a) J tg 5 x sec 2 xdx b ) J tg 3 x sec 4 xdx 

c ) f tg 3 2x sec 2 xdx d) J tg 3 3xdx 

e) f tg x3/secx dx f) [ - j — dx 

J y J sec^ x 

g) J sec 4 xdx h ) J sec 5 3x tg 3 xdx 

i ) J tg 6 xdx j) | sec 5 xdx 

2. Verifique que 

a) J cotg xdx = ln|sen x\ +k b) J cosec xd!x = - In | cose 

c) J cosec 2 xdx = -cotg x + k d) J cotg 2 xdx = -cotg x 

r t cotg" + ^ x 

e) I cotg" x cosec 2 xdx =- \-k,n* — \ 

J n +1 

f „ , cosec" +1 x . 

f) cosec" x cosec x cotg xdx — - V k, n * - 1 

J n + 1 

f cosec” -2 x cotgx n-2 f „_ 2 , 

g) I cosec” xdx =-+- cosec" xdx, n^2 

J n— 1 n~\ J 


b) J tg 3 x sec 4 xdx 
d) J tg 3 3xdx 

J sec H x 

h) J sec 5 3x tg 3 xdx 
j) J sec 5 xdx 

b) J cosec xdx = -In[cosec x + cot g x| 
d) J cotg 2 xdx = -cotg x- x + k 


+ k,n*~ 1 
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cotg" 1 X 


— J cotg” 2 xdx, n** 2 


a) f— Ir— dx 
J sen J x 

b) \^^-dx 


f COS^ JC 

c n— 4 ~ 

J sen^ x 


12.11. A Mudanqa de Variavel u ~ tg 


A mudan^a de variàvel u = tg — é recomendàvel sempre que o integrando for da forma 
Q (sen x, cos x), onde Q ( u , v)éum quociente entre dois polinòmios nas variàveis «ev. Seo 

(XX 

integrando for da forma Q (sen otx, cos otx), a constante, sugere-se a mudala u = tg — • 

Antes de passarmos aos exemplos, vamos relembrar duas identidades trigonométricas 
importantes. 


X X 

sen x = 2 sen — cos — = 2 
2 2 


2 2 x 

-— cos z — 

x 2 
cos — ^ 

2 


Assim, 


218 2 


Por outro lado, 


cos x = 1 - 2 sen 2 — = cos 2 — sec 2 -2 tg 2 — 

2 2 2 2 


1- tg 2 


1 - tg 2 


Observe que 
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EXEMPLO 1. Calcule f —-— dx. 

J cos X 


Soluqào 


1—^ = 1 


X , 1 ( . , 9 X ^ , 

m = tg — ;du = — 1 + tg — dx. 

2 2 v 2 ) 


1 + u 2 2 du 


1 -U l 1 + 


—= f 
« 2 J 


-^—xr = —-— +--— 

- M 2 1 - U 1 + U 


— dx = - In I 1 — «1 +In 11 + «!+£ = In -- + k. 

> X 1 — u 


Assim, 


[ —-— dx = In 
J cos x 


+ tg f 


Por outro lado, 


l + tg| _ cos| + sen| _ [cos| + sen|j _ 1 + sen;c _ 

X X X 9 X 9 X cos X 

1 - tg — cos — — sen — cos z — - sen^ — 

2 2 2 2 2 


sec x + tg x. 


Portanto, 


EXEMPLO 2. Calcule 


f —-— dx = In I sec x 4- tg x I + k. 
1 cos x 

f —---- dx. 

J 1 — cos x + sen x 
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Solugào 


Como 
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f-!-*-f 

J 1 — cos x + sen * J 


1 - tg 2 4 2 tg - 

1 - 


■ dx 


1 + tg 2 j 1 + tg 2 j 


= 1 


1 + tg 2 - 


2tg 2 + 2tg J 


dx. 


Fazendo a mudan^a de variàvel 


x 
2 ’ 


2 


f-!- 

J 1 — cos x + sen x 2 J u z + u 1 + u l J u 


1 


(w + 1) 


du. 


Como 


resulta 


1 1 1 


u (u + 1) u u + 1 


dx = In 


1 - cos x + sen x 


u + 1 


+ k 


ou seja, 


tg 


2 _ 


1 + tg 


X X 

cos — + sen — 
2 2 


X X 

sen — cos — 
2 2 


2 X X X 

s^ — + sen — cos — 


— sen x 
2 


sen x 


( , jr\ 1 


sen jc 

(i + t g 2 -)^. i 

1 ux in 

J 1 - cos jc + sen jc 

1 + cos jc + sen jc 


11 1 

— + — cos jc + - sen x 
2 2 2 


1 + cos jc + sen jc 


resulta 


+ k. 


Exerctcios 12.11 : 
Calcule. 


J — 

J 4 - 


COS X 


Ì7T 
•f vf 


4 — sen^ x 
sen 2x 


- dx 


dx 


COS JC 

1 


cos x sen jt 


dx 


6 . 


f-i- 

J sen x 4- cos jc 

■J 2,g * 

i 


dx 


2 + 3 cos jc 
1 


dx 


2 + sen jc 


dx 



- dx — In 

1 — cos x + sen jc 



1 + tgf 


+ k. 





Mais Algumas Aplica^òes 

DA INTEGRAL. 
COORDENADAS POLARES 



13.1. Volume de Solido Obtido pela Rotalo, em 
Torno do Eixo jc, de um Conjunto A 


Seja/continua em [a, b ], comfìx) ^ 0 em [a, b\, seja B o conjunto obtido pela rotasào, 
em tomo do eixo x, do conjunto A do plano limitado pelas retas x — a ex = b, pelo eixo x 
e pelo gràfico de y = f(x). Estamos interessados em definir o volume V de B. 
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Seja P:a = x Q <x l <x 2 < ...<x i _ ì <x i , <... <x n = b urna partilo de [a, b] e, respecti- 
vamente, c,e ci pontos de minimo e de màximo de/em [jc,- _ 1? x,-]. Na figura acima, 
ci = Xi _ j e Fi = x ( . Temos: 

ir [/( Ci )] 2 Ax, = volume do cilindro de altura Ax ; e base de raio/( c,- ) (cilindro de “dentro”) 

ir[/( ci )] 2 A Xj — volume do cilindro de altura Ax, e base de raio/( c,* ) (cilindro de “fora”). 
Urna boa definito para o volume de V deverà implicar 


^ n [/(c,)] 2 Axì volume n [/(c,)] 2 Ax ( - 


para toda partigao P de [a, è]. Para max Ax,- ^ 0, as somas de Riemann que comparecem 

nas desigualdades tendem a [ n[f{ x)] 2 dx\ nada mais naturai, entao, do que definir o vo- 

Ja 

lume V de B por 


V = n\ [f(x)] 2 dx 


V = n\ y 2 dx, onde y = f(x) 


EXEMPLO 1. Calcule o volume do sòlido obtido pela rota?ào, em tomo do eixo x, do con¬ 
junto de todos os pares (x, >’) tais que x 2 + y 2, r 2 , y 5* 0 (r > 0). 

Soluqào 

2 2 2 

x + y r ,y 0, é um semicfrculo de raio r. Pela rotalo deste semicfrculo em tomo 
do eixo x, obtemos urna esfera de raio r. Temos: 

x 2 + >’ 2 ^ r 2 , y 5* 0 « y=^r 2 -x 2 ,-r^x^r. 

Segue que o volume pedido é 


volume = n J y 2 dx = 2n J* |^r 2 — x 2 j 

= 2n f(r 2 — x 2 ) dx 
J 0 


= 2n I r l x -— ——Tir 


3 J_4 , 


3J„ 3 
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EXEMPLO 2. Calcule o volume do solido obtido pela rotalo, em tomo do eixo x, do con- 

junto de todos os pares ( x, y ) tais que — jc, 1 x ss 2. 

x 


Soluto 



O que queremos é o volume do sòlido obtido pela rotalo, em tomo do eixo x, do conjunto 
hachurado. O volume V pedido é igual a V 2 - V l onde V 2 e Vj sào, respectivamente, os 
volumes obtidos pela rotalo, em tomo do eixo x, dos conjuntos A 2 e A { hachurados. 



V 2 = K 





Deste modo, o volume V pedido é: V = —■ — 


llff 

6 
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O próximo exemplo é um caso particular do teorema de Papus (Papus de Alexandria, IV 
século d.C.) para volume de sòlido obtido pela rota^ào, em tomo de um eixo, de urna figura 
plana que nào intercepta o eixo. Tal teorema nos diz que, sob determinadas condÌ 9 Òes, o volu¬ 
me do sòlido obtido pela rota 9 ào, em tomo de um eixo, de urna figura plana que nào intercepta 
tal eixo é igual ao produto da àrea da figura pelo complimento da circunferencia gerada, 
na rotalo, pelo baricentro (ou centro de massa) da figura. (Veja Exercfcio 3, Se 9 ào 13.9.) 

EXEMPLO 3. Considere um retàngulo situado no semiplanoj» ss 0 e com um lado paralelo 
ao eixo x. Seja P a interse 9 ào das diagonais. Mostre que o volume do sòlido obtido pela 
rota 9 ào em tomo do eixo x é igual ao produto da àrea do retàngulo pelo comprimento da 
circunferencia gerada , na rotagào, pelo ponto P. 

Solugào 

Consideremos o retàngulo 

a^x^b e 0 ^c^y^d 



O volume do sòlido obtido pela rota 9 ào, em tomo do eixo jc, deste retàngulo é 

V — k [ d 2 dx — n I* c 2 dx 

*a Ja 

ou seja, 

V=7r(d 2 c 2 )(b - a) 

e, portanto, 

V = 2n?-y-(d~c){b-a) 


onde In 


d + c 
2 


é o comprimento da circunferencia gerada pelo ponto Pe(d - c)(b — a) é 


a àrea do retàngulo. (Observe que o resultado expresso neste exemplo continua vàlido se as 
expressòes “semiplano y 5= 0” e “em tomo do eixo jc” forem substituidas, respectivamente, 
por “semiplano x s* 0” e “em tomo do eixo /’.) ■ 


Antes de prosseguirmos, vamos destacar o 2.° Teorema Fundamental do Càlculo (ou sim- 
plesmente Teorema Fundamental do Càlculo) cuja prova é deixada para o Voi. 2. Seja g 
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urna fungào contìnua em um intervalo / e a um ponto de /, a fixo. Assim, para cada x em 7, 

[ g(x)dx existe. Podemos entào considerar a fun§ao que a cada rem / associa o nùmero 
•la 

[ g(x)dx. Pois bem, o 2° Teorema Fundamental do Càlculo nos diz que f g(x)dx é urna 

Ja la 

primitiva de g(x) em 7. Vejamos corno podemos nos convencer desse fato. Conforme vere- 
mos no Voi. 2, sendo g continua em 7, existirà G tal que, para todo x em 7, G'(x) = g(x). Pelo 

1,° Teorema Fundamental do Càlculo, [ g(x)dx = G(x) — G(a), dai, e lembrando que G{a) 

Ja 

é constante, resulta, para todo x em 7, 

4- \ X g(x)dx = flG(x) - G(«)] = g(x) 

dx Ja dx 


e, portanto, 


-\ X g(x)dx = g(x). 
: Ja 


Agora, podemos prosseguir. 

Sejajtx) Ss 0 e continua em [a, b\; para cada x em [a, b]. 


V(x) = K r [f(x)] 2 dx 
Ja 


é o volume do solido obtido pela rotalo, em tomo do eixo x, do conjunto hachurado. 



x x + dx 


Sendo/continua em [a, b ], ir [/(x )] 2 também sera continua neste intervalo. Dai, pelo 2.° 
Teorema Fundamental do Càlculo, 


= f n[f(x)] 2 dx = TT[f(x)] 2 . 
dx dx Ja 
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2 2 

Assim, dV = 7T [/»] dx, ou seja tt [/(*)] dx nada mais é do que a diferencial do volume 
V(x). Observe que a diferencial dV = 7 r[/(x )] 2 dxéo volume do cilindro gerado, na rotalo 
e m tomo do eixo x, pelo retàngulo de base dx e altura/^*); dV é um valor aproximado para 
a varialo AVem V correspondente à varialo dx em x. Entào, o volume do sòlido de revo¬ 
luto, em tomo do eixo*, do conjunto {(*, ;y)|a b, 0 =£ y ss/fx)} é obtido calculando- 
se a integrai da diferencial do volume para * variando de a até b. 


Exercicios 13.1 ' ' ' .. 1 " ' " — 

1. Calcule o volume do solido obtido pela rotajao, em tomo do eixo x, do conjunto de todos os 
pares (*, >') tais que 

a) l s s* s £3e0*£;ys£x. 

b) -s£x =£ 2e 0«;y 

2 x z 

c) 4eO^^Vr. 

d) 2x 2 + y 2 1 e y s= 0. 

e) y^ 0, 1 «*^2e* 2 ->* 2 ^ 1. 

f) O^x^le 4x 

g) x 2 <y<x. 

h) 0*Zy<xex 2 + y 2 <£2. 

i) y*>x 2 ex 2 + y 2 ^2. 

j) 1 «x 2 + >- 2 «s 4e> >0. 

l ) —«_y«lels£*s£2. 

* 

m) x 2 + (y- 2) 2 ^ 1. 

2. ( Teorema de Papus para a elipse.) Considere o conjunto A de todos os pontos (*, y) tais 
que 


(x-a) 2 , (y-p) 2 
a 2 b 2 


(a > 0 e b > 0) 


e situado no semiplano y 2* 0. Mostre que o volume do solido obtido pela rotato, em tomo 
do eixo x, do conjunto A é igual ao produto da àrea da elipse pelo complimento da circunfe- 
rència gerada, na rotagào, pelo centro (a, /3) desta elipse. 
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3. Considere um triàngulo isósceles situado no semiplano y > 0 e com base paratela ao eixo x 
Mostre que o volume do sòlido obtido pela rotagào deste triàngulo, em tomo do eixo x, é iguaì 
ao produto da àrea deste triàngulo pelo comprimento da circunferència gerada, na rotalo, pelo 
baricentro do triàngulo. 

13.2. Volume de Sòlido Obtido pela Rotalo, em 
Torno do Eixo y , de um Conjunto A 

Suponhay(x) 5= 0 e continua em [a, b], com a > 0. Seja A o conjunto do plano de todos 
os pares (x, y) tais que a^x^beO^y ^/(x). Seja B o conjunto obtido pela rota?ào, em 
tomo do eixo y, do conjunto A. Nosso objetivo, a seguir, é mostrar que é razoàvel tornar 
para volume de B o numero 



Seja P: a = x 0 < x^ < x 2 < ... < x i _ j < x i < ... < x n = b urna partano de [a, b] e seja c i 
o ponto mèdio de [x,- _ j, a,]. 


y 



Seja R i o retàngulo x i _ j «r«r,e0^y« ficf). Pelo teorema de Papus para retàngulo, 
o volume do solido gerado pela rota?ào do retàngulo R t , em tomo do eixo y, é 

2irc i j{c i ) Axj (Confira.) 

Deste modo, a soma de Riemann 

n 

X 27TC, /(CfjAx,* 
ì ~ 1 
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é um valor aproximado para o volume do sòlido obtido pela rotafào, em tomo do eixo y, do 
conjunto A. Por outro lado, pelo fato de/ ser continua, tem-se 


lim 

max Ajfj —> 0 

Logo, é razoàvel tornar © para volume de B. Veremos no Voi. 3 que està nossa atitude é 
correta. (Para urna prova de ©, num caso particular, veja Exercicio 3 desta se^ào.) 

EXEMPLO1. Calcule o volume do sòlido obtido pela rotalo, em tomo do eixo y, do con¬ 
junto de todos (a, y) tais que 

0 x leO^ysSx — a 3 . 

Soluqào 

V = 277 f a(a - x 3 )dx = —. ■ 

Jo 15 


Y 277 C, f(Cj) Ax,- = 277 f xf(x)dx 


Jà sabemos que dV = 2-Trxf{x)dx é a diferencial de V(x) = 277 xf(x)dx. Agora, obser- 

Ja 

ve que f(x)dx é a àrea do retàngulo de altura^ a) e base dx e, para dx suficientemente peque- 
no, 277 a é aproximadamente o comprimento da circunferència gerada pelo baricentro do re¬ 
tàngulo mencionado e dai, pelo teorema de Papus para retàngulos, 2 77 a f(x)dx é aproxima¬ 
damente o volume do invòlucro cilindrico obtido pela rotalo, em tomo do eixo y, de tal 
retàngulo. 
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O volume obtido pela rota?ào, em tomo do eixo y, do conjunto A é entào a integrai dessa 

rb 

diferencial, para x variando de a até b, ou seja, V = 27t\ xydx, onde y = f(x). Este mètodo 

de determinar volume é às vezes denominado metodo dos invólucros citindricos ou mèto¬ 
do das cascas. 

Vejamos, agora, urna outra fòrmula, que é do mesmo tipo daquela da se$ào anterior, para 
calcular volume de sòlido obtido pela rotalo, em tomo do eixo y, de um conjunto que nào 
intercepta tal eixo. Seja entào B o conjunto: B— {(x, y) | 0 *£ x b, c =£ y *£ d e y 
onde/é suposta continua e estritamente crescente (ou estritamente decrescente) em [a, b\, 
com a 5 = 0 ,j{d) — c efib) = d. 



Como y = f(x) é continua e estritamente crescente em [a, b], entào é inversivel, com inversa 
x = g(y) continua em [c, d], onde c =J(a), d =f(b)ey =fix) <=>x = g(y). Raciocinando corno 
na se£ào anterior, o volume do sòlido obtido pela rotalo, em tomo do eixo y, do conjunto B é 



Observe que rrx 2 dy é o volume do cilindro obtido pela rotasào, em tomo do eixo y, do re- 
tàngulo de base x e altura dy. (Veja figura acima.) 

EXEMPLO 2. Calcule o volume do sòlido obtido pela rotafào, em tomo do eixoy, do con¬ 
junto de todos os pares (x, y) tais que x 2 =£ y =£ 4, x 2 * 0. 

Solugào 

Temos: )' = x 2 ,i?0»i = ^jy. 

Segue que 

Volume = 77 x 2 dy = 77 j dy. 

E, portanto, 

p4 

Volume = 771 y dy = 877 . 

Jo 
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Observa^ào. Este volume poderia, também, ter sido calculado utilizando-se a fòrmula an¬ 
terior. Neste caso, o volume pedido seria a diferenqa entre o volume gerado pela rotagào, 
em tomo do eixo y, do retàngulo 0 =£x^ 2 , 0^y=s4eo volume gerado pela rota$ào, em 
tomo do eixo y, do conjunto 0^x^2e0«>’ ^f(x), onde/l» = x 2 . Ou seja, 

volume = 1 677 - 277 f xf(x)dx ~ \(m - 2 tt [ x 3 dx = 877 . 

Jo J 0 

EXEMPLO 3. Calcule o volume do sòlido gerado pela rota^ào, em tomo do eixo >\ do con- 

x 2 , 

junto de todos os pares ( x, y) tais que 0 ^x^ 2 , — + 1 ey s*x 2 - 1 . 

Solugào 
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B 






x x+dx b 


A = {(x, y)\a ^x^b,0^y =£/x)} efi = {(x, y)|0 ^x^b,c^y^d,y ^f{x)} 

I) 7r[ y 2 dx= volume gerado por A na rotalo em tomo do eixo x.(y = f[x)) 

Ja 

rd 

II) 7T \ x 2 dy= volume gerado por B na rotalo em tomo do eixo y.(x = g(y)) 

rb 

III) 27 t\ xydx= volume gerado por A na rota 9 ào em tomo do eixo y.(y = j{x)) 

Ja 
r d 

IV) 27tJ yx dy — volume gerado por B na rotafào em tomo do eixo x.(x = g(y)) 


Exercicìos 13.2 .. . ■ - 

1. Calcule o volume do sòlido obtido pela rotagào, em tomo do eixo y, do conjunto de todos os 
Oc, y) tais que 

ajlsSxsSeeO^ysSlnx. 

*)0=Sjc«8e0=Sy^ \[x. 

c) l*Sx«2e0s£y^x 2 -l. 

d) 0 « x 7re 0 *£ y *£ sen x. 

e) 0 < x 1 e 0 « y =s are tg x. 

/>lsSjC=£4el5S;ys£ -Jx. 

g) y 2 *£ 2x ~ x 2 , y ^ 0. 

fi)0 2,y^s «Jx -Ì e0 *£ y x 2 . 


2. Calcule o volume do sòlido obtido pela rotalo, em tomo do eixo y, do conjunto de todos os 
(x, y) tais que 

a) 0 ss x 6,0 « y =£ 2e>' > *Jx-2. 

b) 4x ss y SS -x + 6, x > 0. 

c) 0^x^e, 0«y«2 e y ss In x. 

d) y 2 ^x^4y- 


r 
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3. ( Volume de sòlido de revolugào em torno do eixo y.) Suponha/estritamente crescente e com 
derivada continua em [a, b], a s* 0 ef(a) = 0. Seja g:[0,/(£>)] [a. b] a fungào inversa de/. 

a) Verifique que o volume do sòlido obtido pela rotagào, em torno do eixo y, do conjunto 

2 7 f/W 7 

A ~ {(x, y) E IH/ a x «£ b, 0 ** y ^fix)} é igual a nb fijb) - 7r [g (y)] Z dy. 

Jo 

b ) Mostre que 

7 f/<« , C b 

Trb 2 f{b) - tt [g(y)r dy = 27r x f(x)dx 
J0 Ja 

{Sugestào: Faga a mudanga de variàvel y =f(x) e depois integre por partes.) 

c) Conclua que o volume mencionado em a é 


volume = 277 

r b 

X f(x) dx 
a 



13.3. Volume de um Sòlido Qualquer 

Vimos no paràgrafo anterior que 7r f [/(x)] 2 dx é a formula que nos fomece o volume 

Ja 

do sòlido de revolugào obtido pela rota 9 ào, em tomo do eixo x, do conjunto 
A = {(x, y) £ IR 2 j a =£ x «S b, 0 *£ y *£/(x)}. Observe que 

A(x) - 7Tt/(x)] 2 



é a àrea da interseqào do sòlido com o plano perpendicular ao eixo x e passando pelo 
ponto de abscissa x. Assim, o volume mencionado anteriormente pode ser colocado na 
forma 


rb 

volume - A (x) dx 

_ Ja _ 

Seja, agora, B um sòlido qualquer, nào necessariamente de revolu 9 ào e seja x um eixo 
escolhido arbitrariamente. Suponhamos que o sòlido esteja compreendido entre dois pia- 
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nos perpendiculares a x, que interceptam o eixo x em x = a e em * = b. Seja A (x) a àrea 
da interse?ào do sòlido com o plano perpendicular amo ponto de abscissa x. Suponha- 
mos que a fungào A (jc) seja integràvel em [a, b]. Definimos, entào, o volume do sòlido 
por 

volume = I A(x)dx 

la 

EXEMPLO. Calcule o volume do sòlido cuja base é o semicìrculo x 2 + y 2 « r 2 , y 0, e 
cujas sec?òes perpendiculares ao eixo x sào quadrados. 

Soluqào 

/>U) = (^r 2 -x 2 ) 2 . 

volume = J (\f 2 — x 2 Y dx = ^ (r 2 — x 2 )dx 



ou seja 


volume = 2 f (r 2 — x 2 ) dx = 2 

Jo 



4 r 3 
3 


Exercicios 13.3 - : 

2 2 2 

1. Calcule o volume do sòlido cuja base é o semicìrculo x + y r , y 3= 0, e cujas secijòes 
perpendiculares ao eixo x sào triàngulos eqiiilàteros. 

2. Calcule o volume do sòlido cuja base é a regiào 4x 2 + y 2 ss 1 e cujas sec§5es perpendiculares 
ao eixo x sào semicirculos. 

3. Calcule o volume do sòlido cuja base é o quadrado de vértices (0, 0), (1, 1), (Qj 1) e (1, 0) e 
cujas sec?òes perpendiculares ao eixo x sào triàngulos isósceles de altura x — x . 

4. Calcule o volume do sòlido cuja base é um triàngulo equilàtero de lado l e cujas sec^òes per¬ 
pendiculares a um dos lados sào quadrados. 


Mais Algumas Aplicagòes da Integrai Coordenadas Polares 413 


13.4. Àrea de Superficie de Revoluto 

Sabe-se da geometria que a àrea lateral de um tronco de cone circular reto, de geratriz g, 
raio da base maior R e raio da base menor r, é igual à àrea do trapèzio de altura g, base maior 
2ttR e base menor 27rr: 

N 



àrea lateral do tronco = n (R + r) g 
Sendo S o ponto mèdio do segmento PQ. 


R+ r 
2 


, dai 7 t (R+ r) g= 2rTsg. 


àrea lateral do tronco de cone = lirsg 


Observe que a àrea da superficie gerada pela rotalo da geratriz, em tomo do eixo PQ, è 
igual ao produto do complimento g desta geratriz pelo complimento 2 irs da circunferència 
gerada pelo ponto mèdio da geratriz. Este resultado è um caso particular do Teorema de 
Papus para superfìcies de revolu£ào. (Veja Exercìcio 9, Se?ào 13.9.) 

Vamos, agora, estender o conceito de àrea para superficie obtida pela rotagào, em tomo 
do eixo x, do gràfico de urna funtjào/, com derivada continua x) 5= 0 em [a, b]. 


Seja, entào, P : a = x 0 < Jtj < x 2 < ... < x n = b urna partilo de [a, b ] e c i = 
o ponto mèdio do intervalo [jc { _ j, x f ]. 


2 



Nafigura,/' (c,) = tg atf, o segmento _ 1 M t é tangente ao gràfico de/no ponto {c it j{c ,•)). 
Entào 


Mj-iMj = 



sec a,-| \xì = VI + [/' (Cf )] 2 . 


cos a,- 
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A àrea da superficie gerada pela rotalo, em tomo do eixo x, do segmento M i _ ] M i (obser- 
ve que tal superficie nada mais é do que a superficie lateral de um tronco de cone de geratriz 

2n f (q) M. -jM, = 2tt f(c,) Jl + [/'(q)] 2 A*, 

e se Ax { - for suficientemente pequeno està àrea serà urna boa aproxima^ào para a “àrea” da 
superficie gerada pela rotagào, em tomo do eixo x, do tnecho do gràfico entre as retas x = x i ^ ì 

e x = x v Observe que trocando/// por c i na iguaìdade acima, 2-nr,- ^/l + (/'(c f -)) 2 Ax L 
serà urna boa aproxima?ào para a “àrea” da superficie gerada pela rotalo, em tomo do eixo 
y , do trecho do gràfico acima mencionado. 

Como a fun^ào 2irf(x) Vi + [/' (x)] 2 é continua em [a, b ], teremos 

Ijm „ S 2,r / < c i) V 1 + [/' fe)] 2 Ajt, = f 2ir /(*) Vi + [/' WJ 2 àx. 

max ix, -> 0 J a 

j =1 

Defìnimos a area A x da superficie obtida pela rotalo do gràfico de/, em tomo do eixo 
x, por 



De forma anàloga, a àrea A y da superficie obtida pela rotalo, em tomo do eixo j, do 
gràfico de/serà 


EXEMPLO 1 . Calcule a àrea da superficie gerada pela rota?ào, em tomo do eixox, do grà¬ 
fico dej{x) = sen x, 0 x =£ 7r. 

Solugào 

àrea = 2tt sen x t/i + cos 2 x dx 
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= 2irJ i VTT^ du 

77 

= 2'irj 4 1T scc 3 $dd. 


Integrando por partes: 


sec 3 0 = J ^ sec 2 0 sec 6d6= tg 9 sec 6 1jsec 3 6 — sec #j 


2 [ ^ sec 3 $ dd — 2^2 + In (sec 0 + tg 6 ) 


4 „ sec 3 e de = V2 + In (VI + 1). 


Portanto, àrea = 2tt (V2 + In (V2 + 1). ■ 

EXEMPLO 2. Determine a àrea da superficie obtida pela rotando, em tomo do eixo y, do 

x 2 

gràfico de y = — ,0=Sx^l. 

Solugào 

r ,dy_d(x 2 )__ _ 


dx d!x l 2 


A-y = 2 tt 


t'Hi 


d!x = 27 tJ^ x-yl + x 2 d[x = —[2V2-1]. 


Exercicios 13.4 . 

1 . Calcule a àrea da superficie gerada pela rotagào, em tomo do eixo x, do gràfico da fun?ào dada. 
e x + e~ x 

a) f (x) =-, — 1 *£ x *£ 1 

2 

b) f(x) = ^ R 2 ~ x 2 , -R^x^R(R> 0) 

2 1 

c) y = x , 0 *£ x < — 

2 

= W, 1 «x«4 
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13.5. Comprimente de Gràfico de Fun^ào 

Seja y = f(x) com derivada continua em [a, b ] e seja P : a = x Q < x l < x 2 < ... < x n = b 
urna partilo de [a, b]. Indicando por L(P) o comprimente da poligonal de vértices 
Pi = /(x,)), i = 1, 2,... n, temos 

n 

L ( p )= X + (/(■*i) - /<*,• -i)) 2 

J=1 


>■ 



onde ^(x; - x i _ l ) 2 + (f{x t ) - /(*,_ j)) 2 é o complimento do lado de vértices P,- __ l e P-. 
Pelo teorema do valor mèdio, para cada i, i = 1,2,... n, existe c h jc f _ ! < c t <x t , tal que 

fiXj) - fa _!> = f'(c i )Ax i , onde Axj = x t - x t _j. 

Segue que 

UP) = X = X V 1 + (/ V ,)) 2 A*,. 

1=1 1=1 

Dai, para max Ax { tendendo a zero, L(P) tenderà para f ~Jl + (f'(x)) 2 dx. Nada mais natu¬ 
ra 

ral, entào, do que definir o comprimento do gràfico de/, ou da curva y— />), por 



Nosso objetivo a seguir é interpretar geometricamente a diferencial 



dx. Seja, 


entào, s = j(x), x €E [a, b], o comprimento do trecho do gràfico de extremidades (a, f(a)) e 
(x,J{x)). Sejam àj e Ay as varia 9 Òes emjey correspondentes à varialo dx em x, com dx > 0. 


Para dx suficientemente pequeno, Ay ~ dy& 
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EXEMPLO. Calcule o comprimento da curva y — — ,0«jc«1. 
Soluqào 


De — = x, segue que o comprimento é: f Jì + x 2 dx. Fazendo a mudanca de vanà¬ 
di Jo 


vel x = tg u, vem 


J -yjl + x 2 dx= J 4 H- (tgn) 2 sec 2 u du = J 4 sec 3 u du. 
De J sec 3 n du = — sec u tgu + — In |sec u 4 - tgw| + k (verifique), resulta 


j*^ -yjl + x 2 dx = j*^ 4 sec 3 udu = “[^2 + ln(l - 


Exercicios 13.5 

1. Calcule o comprimento do gràfico da fungào dada. 



2 - 


4 

a) y 

= — x 2 ,0 x *£ 1 

b) y 

= — jc + 3, 0«xs=2 

3 

3 




i — 1 3 

c) y 

= In jc, 1 *£ x ^ e 

d) y 

= V*, — — 

e x + e~ x 

4 4 



e) y 

= - ,0sSjts=l 

f) y 



2 



2. Quantos metros de chapa de ferro sào necessàrios para construir um arco AB, de forma parabò¬ 
lica, sendo A e B simétricos com rela^ào ao eixo de simetria da paràbola e com as seguintes 
dimensòes: 2 m a distància deAaBe Ima do vèrtice ao segmento AB. 
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13.6. COMPRIMENTO DE CURVA DADA EM FORMA 
PARAMÉTRICA 

Por urna curva em IR entendemos urna fun 9 ào que a cada t pertencente a um mtervalo / 
associa um ponto (x(f), y(f)) em IR 2 , onde x(t) e >(/) sào fungòes definidas em /. Dizemos que 

x = x(0 

tei 

y = y(t) 

sào as equagoes paramétricas da curva. Por abuso de linguagem, vamos nos referir ao lu- 
gar geomètrico descrito pelo ponto (x(f), y(t)), quando t percorre o intervalo I, corno sendo 
a curva de equa^òes paramétricas x = x(t) e y = y(t). 

EXEMPLO 1. Desenhe a curva dada em forma paramétrica por x = t, y = 3t, t £ IR. 

Solugào y k / 

x = t,y ~ 3t => y — 3x. Quando t / 

percorre IR, o ponto (/, 3/) descreve 3 _ / 

aretay = 3x. /] 


EXEMPLO 2. Seia a curva de equa^òes paramétricas x = t, y = r, t em IR. Quando t varia 
em IR, o ponto (t, r) descreve a paràbola >’ = x 2 . 


\ 

/ a t 2 ) 

\ 



X = 


EXEMPLO 3. Seja a curva de equa^òes paramétricas x = cos t, y = sen t, t G [0, 27r]. 
Quando t varia em [0, 27t], o ponto (cos t, sen t) descreve a circunferència x 2 + y 2 - 1. 
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EXEMPLO 4. Desenhe a curva dada em forma paramétrica por x = 2 cos t e y = sen /, com 

t e [0,2ir]. 

Soluqào 



Assim, para cada t £ [0, 2tt] o ponto (2 cos t, sen t) pertence à elipse — + y 2 = 1. Por 
outro lado, para cada (x, y) na elipse, existe t £ [0, 2 ir\ tal que 

{y = senT 1 (P”q“è?) 

Assim, quando t percorre o intervalo [0,2 tt], o ponto (2 cos t, sen t) descreve a elipse. ■ 

Nosso objetivo a seguir é estabelecer a fòrmula para o càlculo do complimento de urna 
curva dada em forma paramétrica. A fòrmula serà estabelecida a partir de considera 9 Òes 
geométricas, e deixamos o tratamento rigoroso do assunto para o Voi. 2. 

Suponhamos que s = s(t), t £ [a, b], seja o comprimente do trecho da curva de extremi- 
dades A = (x(a), y(a)) e P(t) = (x(t) y(t)), onde x = x(t) e y = y(t) sào supostas de classe C 1 . 
Sejam Ax, Ay e A s as varia 9 Òes em x, y e s correspondentes à varia 9 ào A t em t, com A t > 0. 
Para A t suficientemente pequeno, vemos, pela figura, que 
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É razoàvel, entào, esperar que a diferencial da furilo s = s(f) seja 

Definimos entào o compri mento da curva x = x(t), y = y(t), t G [a, b], com * = x(t) e 
y = y(t) de classe C 1 em [a, b ] t por 

; b \(dx \ 2 (dy \ 2 J 

compnmento = I J — + — dt 


Observagào. O gràfico da fun$ào y = /(*), x E \a, b], pode ser dado em forma paramèdica 
por x — t,y = f(t), t G [a, b\. Segue que a formula para o comprimente do gràfico de urna 
fun^ao é um caso particular desta. 

EXEMPLO 5. Calcule o comprimente da circunferència de raio R > 0. 

Solugào 

Urna parametriza^ào para a circunferència de raio R e com centro na origem é: x = R cos 

dx dy _ 

t e y = R sen t, com t E [0, 2-77]. De — = - R sen t e —— R cos t, segue 


--—:-1 

rji 

(dx > 
v dt ) 

2 

+ 

( dy '| 

<dt) 

2 

dt 



f dy ^i 

jUJ ' 

Kdt) 


J(—R sen t ) 2 + (R cos t ) 2 dt. 


f 2lr ■'—2 

Portanto, comprimento = V R dt — 2 jtR. 


EXEMPLO 6. As equa^òes paramétricas do movimento de urna partfcula no plano sào 

{ x ~ sen t 

te [0,7i]. 

y — sen 2 t 


a) Quais as posi^òes da partfcula nos instantes t = 0, t = ~et = 'ir e ì 

b) Qual a trajetória descrita pela partfcula? 

c) Qual a distància percorri da pela partfcula entre os instantes / = 0 e / — 7r? 


Soluqào 


a) No instante t = 0 a partfcula encontra-se na posi?ào (0, 0), em t = — na posùjào (1,1) 


e, no instante t = ir, novamente na posi^ào (0, 0). 
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2 2 77 

b) x = sente>’ = sen t=*y = x . Segue que a partfcula, de t = Oa f = —, descreve o arco 

77 

da paràbola de extremidades (0,0) e ( 1, 1 ) e no sentido de (0, 0) para ( 1, 1). De t = — a 
t = tt descreve o mesmo arco so que em sentido contràrio. 

c ) A distància d percorrida entre os instantes t = 0er = 7ré dada por 


dx'fjdy'f 


0 \\dt ) l dt 


rir/l I -|-r 

: 2 J cos 2 t + (2 sen t cos t) 2 

Jo 


ou seja 


d = 2 Icos fidi + 4 sen 2 t dt = 2 cos t J 1 + 4 sen 2 t dt. 


Observe que as distàncias percorridas entre os instantes r = 0 e t = — éa mesma que de 
t = — a t = tt. Observe ainda que |cos — cos t, para 0 *£ t ^ —. Fazendo a mudan^a de 
variàvel u = 2 sen t teremos du = 2 cos t dt,u = 0 para t = 0 u — 2 para Assim, 

d~ j ->/l + u 2 du. Fazendo, agora, u — tg 9, teremos 

d = f arC tS 2 sec 3 d dd = \ [sec 6 tg 6 + ln|sec 6 + tg 0|]^ c tg 2 . 

J o 2 

Como 6 = are tg 2 => tg 6 = 2 e sec 6 = ^jl + tg 2 8 — V5, resulta que a distància percorrida 
pela partfcula é d = y [2V5 + ln(2 + V5)]. ■ 

Exercicios 13.6 . . -. . 

1. Calcule o comprimento da curva dada em forma paramétrica. 

3 

a)x = 2t + 1 c)i = t- l ) U^2 b) x = 3tey = 2t 2 ,0^t^ì 

, 2 2 £ 

c)x = 1 - cos t e y = t - sen t, 0 =£ t 7r d)x = — ey = - r 2 , o *£ r 1 

2 5 

e) x — e 1 cos t e y = é sen t, 0 =£ t =£ ir. 

2. Urna partfcula desloca no plano com equagòes paramétricas x = jc(t) e y = y(t). Sabe-se que. 


dx d 2 y 9 dy 

para todo t, — — 2 (cm / s), —=- — — 2(cm / s ) e — =4 (cm / s). Sabe-se, ainda, 

dt dt 1 dt r=0 
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que no instante t = 0 a partfcula encontra-se na posigào (0,0). Determine a distància percor- 
rida pela partfcula entre os instantes t = 0 e t = T, onde Téo instante em que a partfcula volta 
a tocar o eixo x. Como é a trajetória descrita pela partfcula? 


13.7. Àrea em Coordenadas Polares 

Fixado no plano um semi-eixo Ox (tal semi-eixo denomina-se eixo polar, e o ponto O, 
pòlo). 





0 x 


cada ponto P do plano fica determinado por suas coordenadas polares (0, p), onde 6 é 
a medida em radianos do àngulo entre o segmento OP e o eixo polar (tal àngulo sendo 
contado a partir do eixo polar e no sentido anti-horàrio) epo comprimento de OP\ as- 
sim p s* 0. 

Se considerarmos no plano um sistema ortogonal de coordenadas cartesianas (o habi- 
tual) em que a origem coincide com o pòlo e o semi-eixo Ox com o eixo polar e se (0, p) 
forem as coordenadas polares de P, entào as suas coordenadas cartesianas serào dadas 
por 


x — p cos 0 
y-p sen 8 


Observe que se P nào coincide com o pòlo 



f x — p cos 9 
\y = p sen 9 



Até agora, destacamos p corno um numero positivo. Entretanto, para as aplica^oes é im¬ 
portante que p possa assumir, também, valores negativos. Vejamos corno interpretar ( 8 , p) 
no caso p < 0: 
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Se p < 0, (9, p) é o simétrico, em relaqào ao pòlo, do ponto (9, —p). 

Para podermos trabalhar com p < 0, sera melhor olharmos para o eixo polar corno urna reta 
com um sistema de abscissas: sobre tal reta marcam-se dois pontos, um o pòlo 0 representando o 
zero e outro representando o 1.0 sentido positivo sera o de 0 para 1 e a unidade de comprimento 
sera o segmento de extremidades 0 e 1. Para representar no plano um ponto de coordenadas po¬ 
lares (9, p) proceda da seguirne forma: primeiro gire o eixo polar, no sentido anti-horario, de um 
àngulo 9-, em seguida, sobre este novo eixo, marque o ponto que tenha abscissa p. 



EXEMPLO 1. Represente no plano o ponto (9, p) onde 

a) 0 = 0 e p = 1 b) 8 = Oe p = -1 c) 8 = — e p = 2 

d) 8 = %p = - 1 
4 
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EXEMPLO 2. Um ponto P desloca-se no plano de modo que a rela^ào entre suas coorde- 
nadas polares è dada por p = 6, 0 =£ 9 *£ 2tt. Desenhe o lugar geomètrico descrito por P. 



Sempre que formos esbo^ar o gràfico de urna curva dada em coordenadas polares, é bom 
antes fazer um esbo$o da curva supondo 6 e p coordenadas cartesianas e olhar, por meio 
deste gràfico, a vaiia?ào de p em funfào de 9. 



EXEMPLO 3. Desenhe a curva cuja equa^ào, em coordenadas polares, é p = sen 9 ,0 9 *£ tt. 



2 
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Observe que para p ^ 0 

p = sen 6 4=> p 2 = p sen 6 « x z + y 2 = y. 

X* + y 2 ~ y — Oéa. equaf^ào de urna circunferència de centro |o, — j e raio —. Deste modo, 
p = sen 6, 0 =£ 9 ss n, é, em coordenadas polares, a equagào de tal circunferència. ■ 

EXEMPLO 4. Desenhe o lugar geomètrico da equa^ao (em coordenadas polares) p - 1 — cos 9. 



Està curva denomina-se cardiòide. * 

EXEMPLO 5. Desenhe a curva cuja equagào, em coordenadas polares, é p = cos 29. 
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3tt 

Veja corno fica o trecho da curva acima para A variando de 0 a —. 



'TT 3tT 

Quando A varia de — a — e de — a —, p permanece negativo. 
4 4 4 4 


EXEMPLO 6. Desenhe o lugar geomètrico descrito por um ponto P que se desloca no pla¬ 
no, sabendo que a rela^ào entre suas coordenadas polares é p= \tg${- — <$<—. 


Solugào 

7 t 77 " 

Vejamos, primeiro, o que acontece para Avariando de 0 a —. Quando A—» —, + oo. 

A proje 9 ào de P sobre o eixo polar tem abscissa 


x = p cos A = tg A cos 9 - sen B. 

77 

Assim, quando projegao de P sobre o eixo polar tende para o ponto de abscissa 1. 

1 ir 1 

O trecho da curva correspondente a 6 em r — » 0 é simétrico, em rela 9 ào ao eixo polar. 


ao trecho correspondente a A em 
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Nosso objetivo, a seguir, é estabelecer urna fòrmula para o càlculo de àrea de regiào li- 
mitada por curvas dadas em coordenadas polares. 

Inicialmente, observamos que a àrea de um setor circular de raio K e abertura A A é — R 2 A A. 

Està àrea se determina por urna regra de très simples: 


iTrrd — àrea t tR 
A Ara/ — ? 



Consideremos, agora, a fun 9 ào p= p(A) continua e s* 0 em [ 6 i _ j, A z ]. Seja A i o conjun- 
to de todos os pontos (A, p), com ^A^A { e0^p^p (A). 



Seja p = p (A,) o maior valor de p em [A/ _ j, A,] e p = p (A,) o menor valor. A àrea do 
conjunto A; està, entào, compreendida entre as àreas dos setores circulares de abertura A A; 

eraios p (A ; ) e p(A;) : 

i [p(A~)f AA, ^ àrea A f « ^ [p(A^>] A A,.. 

Suponhamos, agora, p = p (A) continua e^Oem [a, /3], com (3 — a ^ 2i t. Seja A o 
conjunto de todos os pontos do plano de coordenadas polares (A, p) satisfazendo as condi- 
9 Òes: a«A^/3eO«p^p(A). 
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Seja P : a = 0 q < < ... < dj _ i < 6i < ... < 0 n = (3 urna partùjào de [a, /3]. Sejam 

p(6j) e p {6 t ) os valores minimo e màximo de p em [0- _ 0.]. Pelo que vimos anterior¬ 

mente, a àrea da parte do conjunto A compreendida entre as retas 0 = 0j _ ^ e 0 = 0,- està 

compreendida entre as àreas dos setores circulares de abertura A0 { - e raios p<0,- ) e pffy ). Urna 
definito razoàvel para a àrea de A deverà implicar, para partilo P de [a, j3\, 


£ j[pW)] 2 Ae,'«àreaAs£ j[p<0, )] 2 40,. 


Para màx A0 ; —> 0, as somas de Riemann acima tendem para a integrai 
mais naturai, entào, do que definir a area de A por 


| — p 2 d6. Nada 

a 2 




EXEMPLO 7. Calcule a àrea da regiào limitada pela cardioide p = 1 - cos 0. 
Soluqào 

Para cobrir todo o conjunto, 0 deverà variar de 0 a 2m 



Temos 


1 f 277 2 

area = — I p 

2 Jo 




— cos 0) 2 d6. 



|*Z7T 

cos0) 2 d0 = [l-2cos0 + cos 

JO 

n i 1 

—1 cos 

2 2 


COS 2 01 de = 277 


r 2ir ~ 

+ cos z I 

Jo 


cos 20 \dd- 377 


Assim, a àrea do conjunto é ■ 

EXEMPLO 8. Calcule a àrea da interseco das regiòes limitadas pelas curvas (coordena- 
das polares) p = 3 cos 0 e p - 1 + cos 0. 
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Soluqào 

Primeiro devemos determinar as interse?òes das curvas. 

3 cos 0=1+ cos 0 


ou seja, 

cos 0 = —. 
2 



Assim, 0 



— resolvem o problema. Seja A^ o conjunto de todos (0, p) com 


O=s0^ — e 0 p =£ 1 + cos 0 e seja A 2 o conjunto de todos (0, p) com 
0 *= p « 3 cos 0. Temos, entào: 


77 

T 



àrea pedida = 2 (àrea A 1 + àrea A 2 ). 



_ 1 




77 

9-V3 

àrea A ì 

_ _ 


(1 + COS0) 2 

de -- 

= —h 




Jo 


4 

16 


_ 1 

7 T 

f T 


de = 

377 

9sÌ3 

àrea A 2 



(3 + cos 0 ) 

- — . — 



~~ 2- 

ÌTL. 

3 


8 

16 



EXEMPLO 9. Calcule a àrea da regiào limitada pela curva dada em coordenadas polares 
por p = tg 0, 0 0 < pela reta x = 1 (coordenadas cartesianas) e pelo eixo polar. 

Soluqào 

Indiquemos por A (0) a àrea da regiào hachurada. A àrea que queremos é: 


àrea = lim A(0). 




7T 

2 



Temos 
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2. Passe a curva dada para coordenadas polares e desenhe-a. 


, 4 4 _ 0 

a) x — y = 2xy 

c) x 2 + y 2 + x = -y x 2 + y 2 


b) (x 2 +y 2 )2 = y 2 
d) [x 2 + y 2 ) 2 = x 2 ~y 2 


3. Calcule a àrea da regiào limitada pela curva dada (coordenadas polares). 


a) p — 2 — cos 6 
c) p = cos 26 


b) p — cos 6 (p 0) 
d) p ~ cos 30 


4. Calcule a àrea da interse 9 ao das regiòes limitadas pelas curvas dadas em coordenadas polares. 

a) p — 2 — cos 6 e p = 1 + cos 6 b) p = sen 6t p — 1 — cos 6 

c)p-3ep — 2(1— cos 6) d) p 2 = cos 6 e p 2 = sen 6 (p Ss 0) 


e) p = cos 6 e p = sen 6 


f) p= 1 e p = 2 (1 — cos 6) 


5. Calcule a àrea do conjunto de todos os pontos (0, p) tais que 0 2 ^ p 6 (coordenadas polares). 

6. Calcule a àrea da regiào situada no l.° quadrante, limitada acima pela curva x — y 4 = 2 xy 
(coordenadas cartesianas) e abaixo por p 2 = 2 sen 26 (coordenadas polares), com p&0. 

x 2 y 2 

7. a) Escreva, em coordenadas polares, a equaijào da elipse — + d— -1 tornando corno polo 

a 2 è 2 

a origem e corno eixo polar o semi-eixo Ox. 

x 2 v 2 

b) Escreva, em coordenadas polares, a equa^ào da elipse ~ + = \ tornando corno pòlo o 

a 2 è 2 

foco F = (c, 0), c > 0, e corno eixo polar a semi-reta FA onde A = (a, 0), a > 0. (Fa?a 
e _ e p — a ~ ec .) 


8. Sejam Fy e F 2 dois pontos distintos do plano e seja k a metade da distància de F ( a F 2 . O lugar 
geomètrico dos ponto P do plano tais que PF\ - PFj - k 2 denomina-se lemniscata de focos 
FieF 2 . 

a) Tomando-se Fj - (-fe, 0) e F 2 = (fc, 0), determine a equagào, em coordenadas cartesia¬ 
nas, da lemniscata. 

b) Passe para coordenadas polares a equa^ào obtida no item a) tornando para polo a origem e 
x corno eixo polar. Desenhe a curva. 


13.8. COMPRIMENTO DE CURVA EM COORDENADAS POLARES 

Consideremos a curva dada em coordenadas polares por 

p = p(0),a^ 0^ fi, 

sendo a fungào suposta de classe C 1 no intervalo [a, jS], Em coordenadas paramétricas, està 
curva se escreve da seguinte forma 

x = p (0) cos 0 e y = p (6) sen 6, a =£ 6 ^ fi. 

Utilizando a formula de complimento de curva em forma paramétrica (observe que aqui 0 
paràmetro t està sendo substituido pelo paràmetro 6), temos 
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comprimente = + g) dB. 

_ dx dp . . dy dp 

De — = — cos 6 — p sen B e — = — sen 6 + p cos B, resulta 

de de de de 


f—ì 2 

+ (*f-p* + 

m 

(de) 

(de) 

(de) 


UJ + UJ =p + UJ ' ondep=p((,)(VeriflqueJ 

Assim, o comprimente da curva p = p(0), a *£ 6 *£ f3, em coordenadas polares, é 


comprimente = J Jp 2 + ~ de 


Nosso objetivo a seguir é interpretar geometricamente a diferencial ! p 2 + f—ì dB. Seja, 

v \de ) 

entào, s = s{B ), 6 £:[<*, j8], o comprimente do trecho da curva de extremidades (a, p (a)) e 
P= (6, p (B)). Sejam As e Àp as variagòes em se p correspondentes à variando dB, em B, com 
dB >0.0 comprimente do arco (de circunferència) PM de abertura dBe raio p- p(6)épd0\ 
por outro lado, o comprimente do segmento MN é A p. Para dd suficientemente pequeno, 
Ap = dp, PMN é quase um triàngulo retàngulo e 


A 2 s ~ (p dB) 2 + (Ap) 2 , 


ouseja,As = ^p 2 +[^J dB. 


/ A 

yd» ✓ , 


EXEMPLO. Calcule o comprimento da curva p = sen 9 ,0 B ir, em coordenadas polares. 
Solugào 


De p = sen B, segue — = cos B. Dai 

6 de 


comprimento = j^p 2 + j dB = ^'(sen B) 2 + (cos 0) 2 dB = tt , 

O comprimento da curva é 7r (unidades de comprimento). (Observe que p = sen Bé a equa- 

9ào de urna circunferència de centro f 0, — | e raio —. Confira.) ■ 

\ 2 ) 2 
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Exerci'cios 13.8 ..-- - 


Calcule o comprimento da curva dada em coordenadas polares. 


\.p=d,0^6^ir 

2. p — e 6 ,0^$^2 tt 

3. p — 1 + cos 6, 0 6 v 

4. p = sec 8, 0 «a 8 — 


3 

5. p = —, 1 =£ 8 ^ -^3 


e 



13.9. Centro de Massa 

Consideremos um sistema de “massas pontuais” m 1} m 2 , ..., m n localizadas nos pontos 
(x 1? >’!), {x 2 , y 2 ), —, (x„, y n ). O centro de massa do sistema é, por definito, o ponto (x c , y c ) 
onde 


x\m\ + x 2 m 2 + ... + x n m 
m\ + m 2 + ... 4- m n 


>’l m l + y 2 m 2 +... + y n m t 
m\ + m 2 +... + m n 


EXEMPLO 1. Determine o centro de massa do sistema constituido pelas massas mj, m 2 
localizadas nos pontos (xj, jq) e (x 2 , y 2 ), supondo m — m j = m 2 . 

Solugao 

Xj/zij + x 2 m 2 _ Xj + x 2 
m l + m 2 2 

yi «1 + yi ™ 2 _ y\ + y 2 
m\+ m 2 2 

Deste modo, (x c , j c ) é o ponto mèdio do segmento de extremidades (x 1? jq) e (x 2 , y 2 ). ■ 

EXEMPLO 2. Considere o sistema de massas m x ,m 2 , m 3 localizadas em (x x , jj), (x 2 , y 2 ) e 
(x 3 , y 3 ). Seja Mj = + m 2 e considere o sistema M j e m 3 , com M j localizada no centro de 

massa de m lt m 2 . Verifique que o centro de massa de M t , m 3 é o mesmo que o de m 2 , 
m 3- 



X yiirii 

i = 1 
n 

X mi 

i = l 


n 

X X i m i 
1 = 1 
n 

X 

1 = 1 
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Solugào 


Seja (x, y) o centro de massa de e m 2 : 

- _ x\*n\ + x 2 m 2 c - _ yi^i + y 2 m 2 
+ m 2 m\ + m 2 

Seja ( x c , y c ) o centro de massa de M h m 3 : 


- _ xM\ + x 3 m 3 _ x\m\ + x 2 m 2 4- X 3 AW 3 _ 

M\ + mi mi + m 2 + ra 3 c 

(-*, _ *i«i +x 2 m 2 u _ , ^ 

xM 1-Mi — jimi + x 2 m 2 

l m l+m 2 J 

j _ 5^1 + ^3 w 3 _ + y2 m 2 + _ 

Mj + m 3 m\ + m 2 + m 3 ^ c 

Assim, (* e ,y c ) = (x c ,;y c ). a 

Deixamos a seu cargo generalizar o resultado do Exemplo 2. 

Vejamos, agora, corno determinar 0 centro de massa de urna regiào A do plano que sera 
imaginada corno urna làmina delgada, homogènea, de modo que a densidade superficial p é 
constante (p é massa por unidade de àrea). Suponhamos, inicialmente, que A possa ser de¬ 
composta em n retàngulos 7?^, 7? 2 , R n . Seja m- a massa do retàngulo Rf. é o produto de 
p pela àrea de R v Neste caso, definimos o centro de massa de A corno sendo o centro de 
massa do sistema m 2 , m n , com m i localizada no centro de R^ 

Suponhamos, agora, A da forma 

A = {(x, >') 6 U 2 1 a ^ x *£ b,J{x) *£ y s£ g (jc)> 

onde/e g sào supostas contmuas em [u, b], e/(x) g (x) em [a, b ]. Seja 
P : a = x 0 < xi < x 2 < ... < x n = b urna parti 5 ào qualquer de [a, b] e seja c.- o ponto mèdio 
de [*;_!,*.](< = 1,2. n). 



A massa m i de 7? t - é: m i — p [g (c ; ) — /(c,)3 Ax ( . O centro de massa da figura formada pelos 
retàngulos R { , R 2 ,..., R n é: 
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n n 

Xc/PfctaWfoflA*, £ -b(c,) + /(c / )]rtg(c i )-/(c f )]i* i 


X p[«(c,)-/(c,)]Ax,' 

v * = 1 




Nada mais naturai, entào, do que tornar corno centro de massa de A o ponto (x c , y c ) onde 


x c = lim 

màx Ax: ->0 


j» x[f(x) _ /{x)]A 

1 — 1 _ J/7 


X U(q)-/(cì)]Ax,- 


àrea de A 


y c = lim 
max Ax, —>0 


X ( c i ) + f ( c i )] [^( c i ) “ / fa )] 

I = 1 

/I 

X Ufe)-/(q)]Ax f 


Ou seja. 


~ f [g(*> + / (*)][g (*) “ / (x)] dx 
Z Jq __ 


àrea de A 



Suponha, finalmente, que A possa ser decomposta em n regiòes Aj, A 2 ,..., A„, onde 

Af = {(x, y) E U 2 | a i « x ^ b b f ì (x) y ^ g t (x)) 

com f b gì contmuas em [a ir b(] (x) ^ g,- (x) em [a b bf\. Como voce calcularia 0 centro de 

massa de A? 
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EXEMPLO 3. Determine o centro de massa da figura A limitada pela reta y = 1 e pela 
paràbola y = x 2 . 

Solugào 
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O segmento P, _ ,P ( é tangente em (c ( , f(c t )) ao gràfico de/; o complimento deste segmen¬ 
to é yl + [/'(c;)] 2 AjCj (veja Se?. 3.4); logo, sua massa m ; é: m i = p yjì + [/'(c,)] 2 Ax f . 0 
centro de massa do sistema formado pelos segmentos P f * _ j P ( (/ = 1, 2, ,..,n)éo ponto 
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I 


c ip^ 1 + [f (Ci)} 2 tej X, f(ci)p^l+[f (Cj)] 2 Ax,- 
i = 1 


X P ^ + f /'(^)] 2 Axì 

V i = 1 


X pV 1 + [/'( c i)] 2 tei 

i = 1 


Nada mais naturai, entào, do que tornar para centro de massa do gràfico de/o ponto (x c> y e ) 
onde 



Observe que 



+ [/' (x)] 2 dx é o complimento do gràfico de/. 


Ohserva^ào importante. O centro de massa de um conjunto do plano nào tem obriga^ào 
alguma de pertencer a este conjunto. 


Exercicios 13.9 - 


1. Determine o centro de massa da regiào A dada. 

a) A = {(x, y) E U 2 | 0 « x « 1, 0 y x 3 } 

b) A - {(x, y) e U 2 \x 2 + 4y 2 ^ l.x&Oey 3*0} 

c) A = {(jc,y)GJ? 2 |r 2 +V« l,y&0} 

d) A = {(x, y) G U 2 | x =£ y *£ x) 


2. Determine o centro de massa do gràfico da fun£ào dada. 


a) /(x) = - v '4 - jc 2 , -2 x « 2 

2 1 1 

b) f(x) = x 2 ,- 

X —x 

c) f(x) = ---, — 1 X *£ 1. 

3. (Teorema de Papus .) Considere o conjunto 

A = {(X, y) G IR 2 | a x b,f(x) ^ y ^ g (x)} 
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onde/e g sào supostas contfnuas em [a, b] e 0 *s/(x) g (x) em [a, b]. Mostre que o volume 
do sòlido, obtido pela rotalo em tomo do eixo x do conjunto A, é igual ao produto da àrea de 
A pelo complimento da circunferència descrita pelo centro de massa de A. 

4. Sejam/e g contfnuas em [a, b], com a /(x) =£ g (x) em [a, b\ onde a é um reai dado. Seja o 
conjunto 

A - {(x, y) E R 2 | a « x « *>,/(*) «y« g (x)} 

Mostre que o volume do sòlido, obtido pela rota?ào em tomo da reta y = a do conjunto A, é igual 
ao produto da àrea de A pelo complimento da circunferència descrita pelo centro de massa de A. 

5. Calcule o volume do sòlido obtido pela rotalo do cuculo x 2 + (y - 2) 2 «s 1 em tomo 

a) do eixo x 

b) da reta y = 1. 

6. Calcule o volume do sòlido obtido pela rotagào da regiào x 2 4- 4 y 2 ^l,em tomo da retay = 1. 

7. Seja A = {(x, y) E R 2 j x =s= y s= 1}. 

a) Calcule o centro de massa de A. 

b) Calcule o volume do sòlido obtido pela rotalo de A em tomo da reta y = 2. 

8. Calcule o volume do sòlido obtido pela rotalo do cuculo x 2 + y 2 =£ 1 em tomo da reta 
X + V = 2. 

9. (Teorema de Papus para àrea de superficie de revoluto). Suponha/(r)>Oe com derivada 
continua em [a, b]. Mostre que a àrea da superficie, obtida pela rota§ào em tomo do eixo x do 
gràfico de/, é igual ao produto do complimento do gràfico de/pelo complimento da circunfe¬ 
rència descrita pelo centro de massa do gràfico de/. 

10. Seja A o conjunto do plano de todos os (x, y) tais que O^a^xssè.O *s/x) «s y «= g(x), onde 
/e g sào supostas contfnuas em [a, b\. Imagine A corno urna làmina delgada, homogènea, de 
modo que a densidade superficial p é constante (p é massa por unidade de àrea). Seja (x c , y c ) o 
centro de massa de A. Sejam V x o volume do sòlido obtido pela rotalo de A em tomo do eixo 
x e Vy o volume obtido pela rotalo de A em tomo do eixo Pelo teorema de Papus (Exercfcio 
3 acima), V x é igual ao produto da àrea de A pelo complimento da circunferència gerada, 
na rotando em torno do eixo x, pelo centro de massa de A. Do mesmo modo, V y é igual ao 
produto da àrea de A pelo complimento da circunferència gerada, na rotando èm tomo do 
eixo y, pelo centro de massa de A. Pois bem, destas informagòes conclua que 


Vy 

c y V x 

Xc 27r(àrea de A) 

JC 27r(àrea de A) 


11. Determine o centro de massa da regiào A dada por 1 *£ x'+ y *£ 4, x 2* 0 e y 3= 0. ( Sugestào : 
Com as funfòes/e g dadas por f( x ) = ^4 - x 2 , 0^x<2e g(x) = ^l-x 2 se 0 x 1 

ou g(x) = 0sel<x*s2o teorema de Papus se aplica. Calcule entào V y V^ea àrea de A e 
utilize o Exercfcio 10. Compare a sua soluto com a do Exemplo 4.) 

12. Determine o centro de massa da regiào A dada por 4x 2 + y 2 4, >’ 3* 0. (Sugestào: Para o 
càlculo de x c aproveite a simetria da figura.) 

13. Calcule o centro de massa do setor circular A dado por x 2 + y 2 «£ R 2 ,0 ^ y *£ a x e 0 *£ x « R, 
com R > 0 e 0 < a. 
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14. Suponha que a regiào A do plano, situada no semiplano y 3= 0, possa ser dividida em duas 
partes Aj e A 2 às quais se aplica, em relagào ao eixo jc, o teorema de Papus. Suponha, ainda, 
que a àrea de A sejaigual àsomadas àreas deAj e A 2 e = V ix + onde v i* v 2x* V x&o 
os volumes respectivos dos sólidos obtidos, pela rotagào em tomo do eixo x, de A 1; A 2 e A. 
Mostre que, em relagào ao eixo x, o teorema de Papus aplica-se, também, a A. (Estabelega 
resultado anàlogo em relagào ao eixo y, supondo A situada no semiplano x 3= 0.) 

15. SejamAj - {(*y) 11 3,1 ^y «2},A 2 = {(x;y) |2«x«4,2 «y ^ 3}eA areunito 

de A] e A 2 . Determine o centro de massa de A. 

2 

16. Determine o centro de massa do conjunto — I^x=s3e0«y^(jr+1) . (Sugestào: Resolva 
o problema no plano («, y\ com u = x + 1.) 

17. Utilizando o Exercfcio 9, estabelega, para gràfico de fungào, resultado anàlogo ao do Exerci- 
cio 10. 


14 


Equacòes Diferenciais de 
1“ Ordem de Variàveis 
Separàveis e Lineares 


14.1. Equacòes Diferenciais: Alguns Exemplos 

As solugòes de muitos problemas que ocorrem tanto na fisica corno na geometria depen- 
dem de resolugoes de equaqòes diferenciais. Vejamos alguns exemplos. 

EXEMPLO 1. Urna partfcula desloca-se sobre o eixo x de modo que, em cada instante 
t, a velocidade é o dobro da posigào. Qual a equaqào diferencial que rege 0 movimen¬ 
to? 

Soluqào 

Neste problema, o que nos interessa determinar é a fungào de posigào x — x (f). De acor¬ 
do com o enunciado do problema, o movimento é regido pela equaqào diferencial de l.° 
ordem 


Conforme o Exercfcio 2 da Segào 10.1, as fungòes que satisfazem tal equagào sào da for¬ 
ma x = ke 2t , k constante. Assim, a fungào de posigào do movimento é da forma x ~ ke 2t . u 


EXEMPLO 2. Urna partfcula de massa m = 1 desloca-se sobre o eixo x sob a agào de urna 
unica forga, paralela ao deslocamento, com componente f (x) = —x. Qual a equagào dife¬ 
rencial que rege o movimento? 
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Solugào 


Pela lei de Newton 


d 2 x 

m -j- = f(x). 


Assim, o movimento é regido pela equagào dìferencial de 2“ ordem 


—s- 4- x = 0. 
dt 2 

Urna solugào desta equagào é urna fungào que é igual à oposta de sua derivada segunda. 
Por exemplo, (sen t )" = — sen t , assim x = sen t é urna solugào da equagào. Veja, sendo 
x = sen t , para todo t, 

d 2 x 

—+ x = (sen t )" + sen / = 0 . 
dt 1 

A fungào x = cos t é também solugào (verifique). Veremos posteriormente que as fun- 
goes que a satisfazem sào da forma x = A cos t + B sen t, com A e B constantes. ■ 

EXEMPLO 3. Determine urna fungào y = f(x) que satisfaga a propriedade: o coeficiente 
angular da reta tangente no ponto de abscissa x é igual ao produto das coordenadas do ponto 
de tangència. 

Solugào 

Se/é urna tal fungào, para todo x no seu dominio 

f'(x)=xf(x). 

Assim, a fungào y —f(x) procurada é solugào da equagào diferencial de l. a ordem 

dy 

~=xy. 

dx 

Veremos mais adiante corno determinar as fungòes que satisfazem tal equagào. ■ 

14.2. EQUAgòES Diferenciais de l. a Ordem de Variaveis 
Separàveis 


Por urna equagào diferencial de l. a ordem de variàveis separaveis entendemos urna equa- 
gào da forma 

© f- = g(,t)h (x) 

dt 


onde g e h sào fungòes definidas em intervalos abertos /j e / 2 , respectivamente. 
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Urna solugào de 0 é urna fungào x = x (t) definida num intervalo aberto /, / C f, tal 
que, para todo t em /, 

(t) = g(t)h(x(t)). 


EXEMPLO 1. ~ — tx 2 é urna equagào diferencial de 1 * ordem de variàveis separàveis. 
dt 


Aqui g(t) = te h(x) = x 


EXEMPLO 2. — = t 2 + x 2 é urna equagào diferencial de 1ordem, mas nào de varià- 
dt 

veis separàveis. ■ 


EXEMPLO 3. Verifique que* (t) = -= -, -1 < t < 1, é solugào da equagào — = tx 2 

t z - 1 dt 

Solugào 

Precisamos mostrar que, para todo t em ]— 1, 1[, 

x' (r) = ?[jt(/)] 2 . 






t[x(t)] 2 =t- 


t 2 - il (t 2 -l) 2 


Logo, para todo t em ] — 1, 1 [, 


*' (D = / [JC (03 2 


ou seja, x (t) = -, — 1 < t < 1, é solugào da equagào. 


Na equagào 0, x està sendo olhado corno variàvel dependente e t corno variàvel inde- 
pendente. A equagào 0 pode também ser esenta na forma 


= g(x)h (y) 


onde, agora, y é a variàvel dependente era independente. 
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Exerdcios 14.2 


1. Assinale as equagòes diferenciais de variàveis separàveis. 


dx 

a) — - tx 
dt 

dx 2 

c) — = 1 + x 
dt 

, dy x + y 

e) -= —r- 

dx x 2 + 1 


b) Hl = l x >0 

dx X 
* dx 

d) — - x +1 
dt 

dx 2 

f)-~=x(l+f) 
dt 


2. Verifique que a fungào dada é solugào da equagào dada. 

„ , „ TT TT dx , 2 

a) x (t) = tg t, - < t < — , e — = 1 + x 

2 2 dt 

-2 dy 2 

b) y (x) = —= -- e — = xf 

jr + 1 dx 

c) x(t) = 4 e — = t (x 2 — 16) 

dt 

dx x 2 — 1 

d) x (r) — 1 , t > 0 , e — — - , t > 0 

dt t 


X 

, dy 

e)y = e e — = x} 


3. Determine as fungoes constantes, caso existam, que sejam solugòes da equagào dada. 


dx 2 

a) — = \-x z 
dt 

c) ~ = >' 2 + 2x\ + 1 
dx 

dx 

e) — =t(x- 1) 
dt 


b)^=tx 2 

dt 

dx 

dx x 

f) — = ~,t>0 
dt t 


14.3. SoLugòES Constantes 

Consideremos a equagao de variàveis separàveis 

© ^ = g (t) h (x) 

dt 

com g e h definidas em intervalos abertos / 1 e / 2 , respectivamente, e g nào identicamente 
nula em 7j. 

Consideremos a fungào constante 


x(t) — a, t e 7 1# 
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Se h (a) = 0, entào x (t) = a, t E /j, sera solugào de 0 (por què?). Reciprocamente, se 
( 2 ) for solugào de ©, devemos ter para todo / em 7j 

0 = g (t) h (a) 

e corno g ( t ) nào é identicamente nula em 7j, resulta h (a) = 0. Assim, 

x (t) = a, t e 7j (a constante) é solugào de © se, e somente se, a for raiz da equagào 
h (x) = 0. 

dx 2 

EXEMPLO 1. Determine as solugòes constantes de — = t (1 — x ). 

dt 

Solugào 

h (x) = 1 — h (jc) = 0 « 1 — x 2 — 0. Como 

1 — x = 0 <=>x= 1 oujc =—1 

resulta que 

x (t) - ler(f) = -1 

sào as solugòes constantes da equagào. ■ 

EXEMPLO 2. A equagào — - 4 + x 2 nào admite solugào constante, pois h(x) = 4 + x 2 
dt 

nào admite raiz reai. ■ 

Exerct'cios 14.3 - 


Determine, caso existam, as solugòes constantes. 



dx 

2 


dx 

2 

1. 

— 

= tx 

2. 

— 

— X — X 


dt 



dt 



dx 

2 


dx 

t 

3. 


= t (1 + x 2 ) 

4. 




dt 



dt 

X 


dx 

t 2 ~ 1 


dx 

X 2 - 1 

5, 

— 

— ' - ■ 

6. 




dt 

X 


dt 

t 


14.4. SoLugòES Nào-constantes 

O teorema que enunciamos a seguir e cuja demonstragào é deixada para o Apèndice 4 
nos sera util na determinagào das solugòes nào-constantes. 


1 
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Teorema . Seja a equagào 

dx 

© — =g(t)h (*) 

dt 

onde g eh sào definidas em intervalos abertos 7 1 e / 2 , respectivamente, com g conti¬ 
nua em ly e h' continua em / 2 . Nestas condigòes, se jc = x (t), /€/, for solu 9 ào nào- 
constante de ®, entào, para lodo t em /, h (x (/)) + 0. 

Vejamos, entào, corno determinar as solugòes nào-constantes de ©, supondo que geh 
satisfa^am as condi?òes do teorema anterior. 

Suponhamos que jc — jc (r), t G I, seja urna solu^ào nào-constante de ©; assim, para todo t em /, 

x' (t) = g(t)h(x(t)) 

ou 


h (jc (0) 


= g ( 0 - 


Seja/ = {jc (t) 1 1 G /}; Jé um intervalo, pois jc = jc (t)é continua. Observe que para todo 

jc em J, h (jc) =£ 0. A fun^ào - --- sendo continua em J admite urna primitiva H (jc), neste 
h(x) 

intervalo: H' (jc) = -, jc G J. Segue que, para todo t em /, 

h(x) 


[H(xm' = 


h (jc (0) 


Resulta de © e (3) que, para todo t em I, 

© [ff (*(/))]'=*(!). 

Sendo G (t) urna primitiva de g em /, segue de © que existe urna constante k tal que, para 
todo t em I, 

© H(x(t)) = G(t) + k. 


Como h (jc) + 0 em J e pelo fato de h ser continua, segue que-mantém o mesmo 

h (x) 

sinal em J, logo, H é estritamente crescente ou estntamente decrescente em J e, portanto, 
inversivel. Sendo W a funfào inversa de H em J, resulta de © que 

jc (r) = W ( G ( t ) + i fc), r e /. 

Por outro lado, deixamos a seu cargo verificar que toda fungào do tipo 

jc (/) = K (G (0 + k) 


é solu 9 ào de ©, onde é a inversa de urna primitiva de -num intervalo em que 

h (jc) 

h (jc) 0, G (t) urna primitiva de g ( t ) num intervalo / C /j e k urna constante. 
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14.5. Mètodo Pràtico para Determinar as Solu^oes 
Nào-constantes 


Seja a equa 9 ào 


= g(t)h (jc) 


com geh nas condÌ 9 Òes do teorema da se 9 ào anterior. O quadro que apresentamos a seguir 
fomece-nos um roteiro pràtico para determinar as solu 9 Òes nào-constantes de ©, 



~ — g(t)h (x) 
dt 

dx 

h{ x) 

= g (t) dt (separa 9 ào das variàveis) 


/*«-/*«* 


//(jc) = G(t) + k 


EXEMPLO 1. Resolva a equa 9 ào 


dx 2 
— = jc t 
dt 


Solugao 

Inicialmente, vamos determinar as solu 9 òes constantes. 

h (jc) = jc 2 ; jc 2 = 0 « jc = 0 . 

Assim, x (t) — 0 é a unica solu 9 ào constante. 

Vamos, agora, determinar as solu 9 òes nào-constantes. 


J-W 


-ì=ti +4 

x 2 


t 2 + 2 k 


x 
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Como g (t) = t e h' (x) = 2x sào continuas resulta 


*( 0=0 


satisfaz a condilo inicial dada. (Lembre-se; o dominio de urna solu^ào é sempre um inter- 
valo; no caso em questuo, tomamos --V2 < t < V2, pois o dominio deve conter t = 0.) 


c)x(f> = T^Tat ejt(0) = 


x (/) = -z - (k constante) 

t 2 + 2 k 


é a famflia das soluròes da equa§ào. 



EXEMPLO 2. Com rela^ào à equagào do exemplo anterior, determine a soluyào que satis¬ 
farà a condìqào inicial dada. 


a) x( 1 ) = 0 


b) x ( 0 ) = 1 


c) x ( 0 ) = -1 


Segue que 


■ 1 = —^- ou k ~ 1 . 

0 2 +2k 


xit) = -» 2 - , /< 

t 2 + 2 


satisfaz a condilo inicial dada. 


EXEMPLO 3. Resolva — = xt 2 . 


Soluto 


x(t) — 0 é a ùnica soluto constante. 


Determinemos, agora, as solugòes nào-constantes. 


dx , 
— = t 2 dt 
x 


jf-i 


= \ t 2 dt 


In I x I =- 1 - ki 

3 1 


Soluqào 

a) A solu?ào constante x (f) = 0 satisfaz a condilo inicial x (1) = 0. 

b) x (r) = 0 )= 1 . 


Ixl = e * e 3 


\x\ = k 2 el ,k 2 >0(k 2 =e k l). 


0 2 + 2k 


k= - 1 . 


Segue que 


Se x > 0, x — &2 e 3 e se x < 0, x — — k^ e 3 , segue que x — k e 3 , k ^ 0 reai qual- 
quer. Para £ = 0, temos a soluto constante x (f) = 0. Assim 

P 

x (0 = ke 3 ,k reai, 


* (0 = _ 2 ’ _v2 < 1 < ^ 2 ’ 


é a famflia das soluròes da equaqào. 
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EXEMPLO 4. Determine a fungao y =f(.x) tal que/(l) = 1 e que goza da propriedade: o 
coeficiente angular da reta tangente no ponto de abscissa jc é igual ao produto das coordena- 
das do ponto de tangència. 

Solugào 

Para todo x no dominio de/devemos ter 

f'(x)=xf(x). 

Assim, a fungào procurada é soluto da equaqào 




— I x dx 


In I y I = — + k 


Para k= — — , a condilo y = 1 para x = 1 estarà satisfeita. Assim, a funqao procurada é 


y = e 2 2 ou -y = —— e x t2 . ■ 

V? 

EXEMPLO 5. Determine o tempo necessàrio para se esvaziar um tanque cilindrico de raio 
2 m e altura 5 m, cheio de àgua, admitindo que a àgua se escoe através de um orificio, situ- 
ado na base do tanque, de raio 0,1 m, com urna velocidade v = V 2 gh m/s, sendo h a altura 
da àgua no tanque e g = 10 m/s 2 a aceleraqào gravitacional. 

Soluqào 

Seja h = h (/) a altura da àgua no instante t. O volume V ~ V (t) de àgua no tanque no 
instante t serà 

V (0 = 4-7T h (t) 


- dV.dk 

W dt dt 

Por outro lado, supondo Af suficientemente pequeno, o volume de àgua que passa pelo 
orificio entre os instantes t e t + Af é aproximadamente igual ao volume de um cilindro de 
base 77 r 2 (r raio do orificio) e altura v(t) Ai (observe que a àgua que no instante t està saindo 
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pelo orificio, no instante / + A/ se encontrarà, aproximadamente, a urna distància v{t) A t do 
orificio, onde u(f)éa velocidade, no instante t, com que a àgua està deixando o tanque). 
Entào, na varialo de tempo At, a varialo AV no volume de àgua serà 

AV = ~v(t) Tir 2 At. 

É razoàvel, entào, admitir que a diferencial de V = V ( t ) seja dada por 

dV = —v{t) 77r 2 dt 


De (j) e ( 2 ) resulta 


dV y 

— - -V(t) 77T . 
dt 


4 7T — = -v(t) 77 r 2 . 
dt 


Sendo v — V20 h e r — 0,1, resulta que a altura h = h(t) da àgua no tanque é regida pela 
equa?ào 


4 — = - 0,01 V2Òfc, h > 0 . 
dt 


dh=-\ dt 


800 r^ 

—== ~Jh = — t + k. 

V20 


De h (0) = 5, resulta k = 400. Assim 

h= ìk ( ~ ! + 400)2 

O tempo necessàrio para esvaziar o tanque serà entào de 400 segundos ou 6 min 40 s. ■ 

EXEMPLO 6. Urna particula move-se sobre o eixo jc com aceleraqào proporcional ao qua- 
drado da velocidade. Sabe-se que no instante t = 0 a velocidade é de 2 m/s e, no instante 
t = 1 , 1 m/s. 


a) Determine v = v (t), t 5* 0. 

b) Determine a fungào de posi?ào supondo x (0) = 0. 
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Solugào 

a) O movimento é regido pela equagào 


onde aéa constante de proporcionalidade. 




— — = at + k 


Para t = 0, v = 2, assim 


Para t = 1, v~ 1, assim 


Portanto, 


o -1 , 1 

2 = — ou k = — — ' 
k 2 


1 = -j- ou a = ~— 


v 0) = y^7’ / ^ 


*)£— 2 -,»* 0 . 

A 1 + 1 

* = 2 In (1 + 1 ) + fc 

Tomando-se & = 0, a condiqào inicial a: (0) = 0 estarà satisfeita. Assim, 

x(t) = 2 In (1 + /)■ 

Exereidos 14.5 . - -— 


dx 

a) — = xt 
dt 


,v ày 2 

b) — =y 

dx 
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d\ 

1 


dT 


C ) 

—— 

- x + 1 


d) — 

= -2 (T- 10) 


dx 



dt 



dx 

t 


dy 

y 

e) 


= -, x> 0 


f) — 

= -,x >0 


dt 

X 


dx 

X 

8 ) 

dx 

= x 2 -l 


h) d -i 



dt 



dx 



dv 

2 


dx 


0 

— 

= V -V 


j ) — 

= In t 


dt 



dt 



dy 

1 + >’ 2 


ds 


0 


=- , x > 0 


m) — 

= te~ s 


dx 

X 


dt 



du 

v 


dx 

tx 

n) 

— 

= u> 0 


o) — 



dv 

u 2 


dt 

1 + t 2 


ày 

2 K ^ 

7 T 

v dx 

t TT TT 

P ) 


— cos y, -< y 

< — 

q) — 

= - , -< X < — 


dx 

2 

2 

dt 

cos x 2 2 


dy 

2 TT ^ 

3 TT 

dv 

2 

r) 


= cos y, — < y < 

— 

s) — 

= 4 v 


dx 

2 

2 

dt 



dW 

c „ 


dx 


t) 

J\/ 

= — (C constante) 

i/ 


“>T 

— ax (x + 2) (a constante) 


dV V dt 


2. Determine y — y (jc) que satisfarà as condigòes dadas. 


a) — = e 1 ' e y ( 0 ) = 1 
dx 

c) — = 3y 2 e y (0) = - 
dx 2 


b) — = y 2 — 4 ey (1) = 2 
dx 

d) — = y 2 - 4 e y (0) — 1 
dx 


3. Suponhaque V= V(p),p > 0, satisfarà a equa?ào — -(y constante). Admitindoque 

dp yp 

V = Vj, Vj > 0, para p = /q, mostre que V y p = Vj r p^, para todo p > 0. 

4. O coeficiente angular da reta tangente, no ponto de abscissa x, ao gràfico de y =/(*), é pro- 

porcional ao cubo da ordenada do ponto de tangència. Sabendo que/(0) = 1 e/(l) = —|=r, 
determine/. 

5. Um corpo de massa 10 kg é abandonado a urna certa altura. Sabe-se que as unicas for§as atu- 
ando sobre eie sào o seu peso e urna forga de resistència proporcional à velocidade. Admitin- 
do-se que 1 segundo após ter sido abandonado a sua velocidade é de 8 m/s, determine a velo¬ 
cidade no instante t (suponha a aceleragào da gravidade igual a 10 m/s 2 ). 

6. A reta tangente ao gràfico de >’ = f(x), no ponto (x, y), intercepta o eixo y no ponto de ordena- 
daxy. Determine/sabendo que/(l) — 1. 

7. Determine a curva que passa por (1, 2) e cuja reta tangente em (x, y) intercepta o eixo x no 
ponto de abscissa . 

8. Um corpo de massa 70 kg cai do repouso e as unicas forgas atuando sobre eie sào o seu peso 
e urna forga de resistència proporcional ao quadrado da velocidade. Admitindo-se que 1 se¬ 
gundo após o imeio da queda a sua velocidade é de 8 m/s, determine a velocidade no instante t. 
(Suponha a aceleragào da gravidade igual a 10 m/s 2 .) 
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2 2 

9. Para todo a > 0, o gràfico de v = / (x) intercepta ortogonalmente a curva x +2 y -a. Deter¬ 
mine/ sabendo que/(l) = 2. 

10. Para todo a > 0, o gràfico de y =/ (x) intercepta ortogonalmente a curva xy = a, x > 0. De¬ 
termine/ supondo/(2) - 3. 

11. Determine urna curva que passa pelo ponto (0, 2) e que goza da propriedade: a reta tangente 
no ponto (x, y) encontra o eixo x no ponto A, de abscissa > 0, de tal modo que a distància de 
(x, y) a A é sempre 2. 

y dy y , 

12. Verifique que a mudan?a de variàvel u = — transforma a equagào — =-na de varià- 

x dx x + y 

veis separàveis — =---Determine, entào, solugòes (na forma implicita) da equa- 

dx (1 + u) x 

ày_ y 

?i0 dx x + y 

dy y — 3jc 

13. Determine solu£Òes da equa<jào — = --. (Sugestào: Olhe para o Exercicio 12.) 

dx x 

dy 2 

14. Verifique que a mudarla de variàvel u — y — x transforma a equa^ào — = (y — x) na de 

dx 

variàveis separàveis — = «^ — 1. Determine, entào, solu^òes da primeira equagào. 
dx 



14.6. EQUAgÒES Diferenciais Lineares de l. a Ordem 

Por urna equaqào diferencial linear de l. a ordem entendemos urna equa§ào do tipo 

® £ =xg «)+/(») 

dt 

onde g e/sào fungoes dadas, contmuas e defmidas num mesmo intervalo /. 

EXEMPLO 1. — = xt + 1 é linear de 1.® ordem; aqui g (f) = t e/(0 = 1. ■ 

dt 


EXEMPLO 2. — = x r é linear de l. a ordem (é também de variàveis separàveis); aqui 

8 {t) = P-tf{t) = 0 . ■ 


dx 9 

EXEMPLO 3. — = 5x + sen t nào é linear (também nào é de variàveis separàveis). 
dt 

Observe que na equaqào linear, tanto a variàvel dependente corno sua derivada ocorrem 
com grau 1. 

Se/(0 = 0 em /, a equa£ào 0 é de variàveis separàveis e a solu?ào geral serà 

x = ke G{t) (k E IR) 

onde G é urna primitiva de g em I. Por simplicidade, escreveremos 

onde / g (/) dt estarà representando, entào, urna particular primitiva de g. ■ 
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dx 2 

EXEMPLO 4. Resolva a equaqào — = xt . 

dt 

Soluqào 

Trata-se de urna equa£ào de 1.® ordem, linear e de variàveis separàveis. A soluqào geral é 

x = kel‘ 2dt (kER) 
ou 

t±_ 

x = ke 3 . 

Vamos, agora, resolver 0 no caso em que/(f) nào é identicamente nula em /. Observa- 
mos, inicialmente, que 

± [jcg -l«0)*] = il e -\nWd, _ e -js(,)d, = 

dt dt 5 

= [f 

Isto é, 

£ [xe -ls(0d- ì= \±_ (t J e -l S (»d, 

dt L dt 

A igualdade acima nos indica um caminho para obtermos a soluqào geral de 0 no caso 
em que f(t) nào é identicamente nula em /. Temos que 0 é equivalente a 

y- “ xg(t) =/(/). 
dt 

Multiplicando osdois membros pelo fator integrante e obtemos 

ou 

± [xe -Umd, ] = f(t)e -l g uu, 

dt 
Daf 

±l xe -js(0dt ] = fu)e -i g (t)dt 
dt 
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, fa J*«><* + e J*«>* J dt (*6R) 


que é a famflia das soluqòes da equa 9 ào (T). ■ 

Na formula acima, j ‘g(t)dtc J/(0 e diindicamparticulares primitivasde 


g (t) e/(r) e J 8 ^ dt , respectivamente. 


EXEMPLO 5. Resolva a equagào — = 3x + 4. 

dt 

Soluqào 

Aqui g (t) = 3 e f(t) = 4. O fator integrante é e l^ dt = e~ 3t . Entào 


— -3x e~ 3t =4e~ 3t 
dt 


4 Ixe 3 '] = 4e 3t 
dt 

x e~ 3t = k + jde~ 3t dt 
xe-* = k- -e- 3 ‘ 


x = ke 3 '- 1. 


É darò que voce poderia ter aplicado diretamente a formula obtida anteriormente. 


Exercicios 14.6 


dx 

a) — = + 2 
dt 

dx 

c) — = jcsen./ 
dt 

dy 

e) -f =x-y 
dx 

. dx 

g) — = je + sen t 
dt 


b) — = 2x — l 
dt 

, dx x 

d) ~ = - + t, t> 0 
dt t 

= -2(7-3) 
dt 


2y + cos 2x 
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4. Um objeto aquecido a 100°C é colocado em um quarto a urna temperatura ambiente de 20°C; 
um minuto após a temperatura do objeto passa a 90°C. Admitindo (lei de resfriamento de 
Newton) que a temperatura T — T(t) do objeto esteja variando a urna taxa proporcional à di- 
feren^a entre a temperatura do objeto e a do quarto, isto é. 


— = a (T — 20) (a constante) 
dt 

determine a temperatura do objeto no instante t. (Suponha t dado em minutos.) 

5. Um investidor aplica seu dinheiro em urna instituiijào financeira que remunera o capitai inves¬ 

te 

tido de acordo com a equa^ào — — 0,08 C. 

dt 

a) Supondo que o capitai investido no instante t = 0 seja Cq, determine o valor do capitai 
aplicado no instante t. 

b) Qual o rendimento mensal que o investidor està auferindo? (Suponha t dado em meses.) 


6. Um capitai C = C (?) està crescendo a urna taxa — proporcional a C. Sabe-se que o valor do 

dt 

capitai no instante t = 0 era de R$ 20.000 e 1 ano após, R$ 60.000. Determine o valor do ca¬ 
pitai no instante t. (Suponha t dado em anos.) 


7. Um material radioativo se desintegra a urna taxa •— proporcional a m, onde m — m (t) é a 

dt 

quantidade de materia no instante t. Supondo que a quantidade inicial (em t = 0) de matèria 
seja /mq e que 10 anos após jà tenha se desintegrado -j da quantidade inicial, pede-se o tempo 
necessàrio para que metade da quantidade inicial se desintegre. 

8. Urna particula desloca-se sobre o eixo x com acelera^ào proporcional à velocidade. Admitin- 
do-se que v (0) = 3, v(l) = 2 e x (0) = 0, determine a posi$ào da particula no instante t. 

9. Determine a fun?ào y = /(x), x > 0, cujo gràfico passa pelo ponto (1, 2) e que goza da propri- 
edade: a àrea do triàngulo de vértices (0,0), (x, >>) e (0, m), m > 0 é igual a 1, para todo (x, y) 
no gràfico de/, onde (0, m)éa intersegao da reta tangente em (x, y) com o eixo >•. 
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Teoremas de Rolle, do 
Valor Mèdio e de Cauchy 


15.1. Teorema de Rolle 



Demonstragào 

Se/for constante em [a, b], entào /' (x) = 0 em ]a, b[\ logo, existirà c em \a, b[ tal que 
/' (c) — 0. Suponhamos, entào, que /nào seja constante em [a, b]. Como f é continua no 
intervalo fechado [a, b ], pelo teorema de Weierstrass, existem x x e x 2 em [a, b], tais que 
/(x,) e/( x 2 ) sào, respectivamente, os valores màximo e minimo de/em [a, b]. Como 
f(x]) ± f(x 2 ), pois estamos supondo/nào-constante em [a, b\, segue que x x ou x 2 pertence 
a ]a, b[ (estamos usando aqui a hipótese/(a) = /(&)), dai/' (x^ = 0 ou/' (x 2 ) = 0. Portan¬ 
to, existe c em ]a, b[ tal que/' (c) = 0. ■ 

Exercicios 15.1 

1. Prove que entre duas rafzes consecutivas de urna funfào polinomial/existe pelo menos urna 
raiz de/'. 
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2. Suponha/derivàvel em IR. Prove que entre duas rafzes consecutivas de/' ha, no màximo, urna 
raiz de/ 

3. Sejam/e g conrinuas em [a, b] e derivàveis em ]a, b[, com g (x) + 0 em [a, b]. Suponha, ainda, 
que fio) = g (a) tf(b) — g ( b ). Prove que existe c em j a, b[ tal que / ' (c) g (c) — f(c) g' (c). 


4. Suponha/continua em [a, b ], derivàvel em ]a, b[ e tal que/ (a) — f(b) — 0. Suponha, ainda, 


que 0 < a. Prove que existe c em )a, b[ tal que /' (c) 


-. Interprete geometricamente. 


Ufi c*1 U% , ft 

5. Prove que se-1-h ... H-— 0, entào a n + a,x + ... 4- = 0 tem pelo menos 

1 2 n+1 U 1 ^ 

urna raiz em]0, 1[. 


6. Suponha/derivàvel até a 25 ordem em IR e tal que 


{ /"(x) + x f'(x) = /(x) para todo x 
f (a) = f (b) = 0 (a < b dados). 


Prove que/(x) — 0 em [a, b\. 

7. Suponha/continua em [a, b] e derivàvel até a 2. a ordem em ]a, b[. Sejam x 0 , xj e x 2 pontos de 
[a, b ], com x 0 < Xj < x 2 , e tais que/(x 0 ) =/(x 1 ) =/(x 2 ) — 0. Prove que existe pelo menos 
um c em ]a, b[ tal que/" (c) = 0. 


8. Suponha /continua em [a, b ] e derivàvel até a 3.* ordem em J a , b[. Sejam x 0 , x lt x 2 e x 3 pontos 
de [a, b], com x Q < Xj < x 2 < x 3 , e tais que/(x 0 ) = /(xj) = /(x 2 ) = /(x 3 ) = 0. Prove que 
existe pelo menos um c em J a, b[ tal que/'" (c) = 0. Generalize. 


9. Suponha/contfnua em [a, b] e derivàvel até a 3. a ordem em ]a, b[. Sejam x 0 , x 1 ex 2 pontos de 
[a, b], com x 0 < Xj < x 2 , e P (x) o polinòmio de grau no màximo 2 e, portanto, da forma 
P (x) = ciqX 2 + fljx + a 2> tais que 

P (x 0 ) = /(x 0 ), P (x^) = /(X]) e P (x 2 ) = /(x 2 ). 

Seja 2 um ponto de [a, b], com z (£ {x 0 , x ( , x 2 } e seja a o numero rcal tal que 
f(z ) = P (z) + (z ~ x 0 ) (z ~ x^ (z ~ x 2 ) a. 

f'"(c) 

Prove que existe pelo menos um c em ]a, b[ tal que a = --. 


(Sugestào: Considere a fun^ào 

F (x) = /(x) - P (x) - (x - x 0 ) (x - x 3 ) (x - x 2 ) a 
e aplique o exercfcio anteri or.) 

10. Nas condigòes do exercfcio anterior, prove que, para cadax em [a, b\, existe pelo menos urne 
em \a, b[ tal que 

f'" fc) 

/(x) = P (x) + ( x - V ( X ~ (■* “ x 2>- 

Generalize. ( Observagào. O polinomio P (x) acima denomina-se polinomio interpolador de 
/(x) relativo aos pontos x 0 , Xj e x 2 e pode ser obtido rapidamente pela fòrmula 
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PW = <*-*!)(*-*2) + U-,0)to-^) fw + 

(*0 - *l) (*0 - x 2 ) Ul - *o) (*1 - *2) ( x 2 - *o) (*2 - *l) 

devida ao matemàtico italiano J. L. Lagrange (1736-1813). 


15.2. Teorema do Valor Mèdio 

Seja/uma fun£ào defmida em [a, b]. Consideremos a fun?ào S dada por 


S(x) = f (a) + f (b) L (a) (x - a), 
b - a 



O gràfico de S é a reta passando pelos pontos (a, f (a)) e (b, f(b)). Na demonstragào do 
TVM iremos utilizar a fungào dada por 

g (x) — f(x) — S (x), x em [a, b). 

Observe que g (a) = g ( b ) = 0. 

Teorema (do valor mèdio — TVM). Se / for continua em [a, b] e derivàvel em 
]a, b[, entào existirà pelo menos um c em ]a, b[ tal que 

f (fi) — f (c) (b — a). 


Demonstraqào 

Seja g fungào dada por 

g (x) =f(x) - S (x), x em [a, b] 

Como g é continua em [a, b], derivàvel em ]a, b[ e g (a) = g ( b ), pelo teorema de Rolle 
existe c em ]a, b[ tal que g' (c) = 0. Temos 

g' (x) = f ' (x) - S' (x) e S' (x) = W . 

b - a 

Assim, 

g ' (x) =f (x) - LS^lI < a > . 

b - a 
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Dai 


8 ' (c) = /' (c) 


f (fi)-f (a) _ 
b — a 


portanto, 

f(b)-f(a)=f’(c)(b~a). - 

Exercicìos 15.2 ■ 

1. Sejam / um intervalo,/uma fungào contìnua em / e tal que 1/ ' (x) I M para todo x no interior 
de I, ondeM > 0 é um reai fixo. Prove que quaisquer que sejamx e y em 7 

\f(x)-f(y)\^M\x-y\. 

2. Prove que quaisquer que sejam s e t em [1, +»[ 

I In s — In 11 «s I s — 11 . 

3. Sejam a < b dois reais dados. Prove que 



b — a 


4. Prove que quaisquer que sejam ae.b,a<b, 

arctg b - arctg a < b - a. 

Conclua que para todo x > 0 

arctg x < x. 

5. Seja/: IR —» R urna fun§ào. Dizemos que x 0 é um ponto fixo de/se/(x 0 ) = x 0 . 

a ) Determine os pontos fixos de/(x) = X — 3x. 

b) f(x ) = x 2 + 1 admite ponto fixo? 

c) Mostre que/terà ponto fixo se o gràfico de/interceptar a reta y = x. 

6. Seja/: R R e suponha que/' (x) + 1 para todox. Prove que/admitirà no màximo um ponto 
fixo. 

7. Suponha que g ( t ) seja urna primitiva de/(t) em [0,1], isto é, para todo t em [0,1 ], g' ( t ) = / (t). 
Suponha, ainda, que f(t) < 1 em ]0, 1[. Prove que 

g(f) -g(0)<fem]0, 1]. 

8. Urna particula desloca-se sobre o eixo x com funsào de posilo x — <p ( t ). Sabe-se que tp (0) — 0 
e <p (1) = 1, isto é, nos instantes 0 e 1 a particula encontra-se, respectivamente, nas posi^òes 
x = o e x = 1. Prove que em algum instante c, 0 < c < 1, v (c) 3* 1. (Sugestào: Observe que 
<p ' (t) = v(t ) em [0,1] e utilize o exercicio anterior.) 


15.3. Teorema de Cauchy 

Para motivar geometricamente o teorema de Cauchy, vamos, inicialmente, definir reta 
tangente a urna curva em IR . 
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Por urna curva em IR 2 entendemos ama fun?ào que a cada t pertencente a um intervalo / 
associa um ponto (g (*)»/(*)) em R 2 , onde/e g sào fungòes reais definidas em I. Dizemos que. 


\x = g{t) 

b = / (0 


/ G / 


sào as equaqòes paramétricas da curva. 

EXEMPLO 1 . Seja a curva de equa 9 oes paramétricas x — t, y = r 2 , t em IR. Quando t varia 
em IR, o ponto (t, t 2 ) descreve a paràbola y = x 2 . 



EXEMPLO 2. Seja a curva de equagòes paramétricas jc = cos t, y = sen t com t G [0, 2tt]. 
Quando t varia em [0, 27r], o ponto (cos t , sen t) descreve a circunferència x 2 + y 2 = 1. 



Suponhamos, agora,/e g derivàveis em /, t 0 G / e g ’ (f 0 ) 4= 0. Vamos definir reta tan¬ 
gente à curva no ponto (g 



O coeficiente angular da reta secante s t é 
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«ti) 

g (0 - g (/o) 


Nada mais naturai do que definir o coeficiente angular da reta tangente à curva no ponto 
{g (%>,/rio)) como sendo igual a 

firn iMxmi. 

*-m 0 g ri) -g rio) 

Temos: 


/ ri) - / rio) 

!• / ri) - / rio) _ H t-tp _ r rio) 

t -» g{t)-g rio) 8 ^ ~ 8 ^ 8* ito) 

t - tp 


Definimos, entào, a reta tangente à curva em (g (t 0 ),f(t Q )) como sendo a reta que passa 

por este ponto e que tem coeficiente angular —- ^ ■ . A equa 9 ào da reta tangente à curva 

g rio) 

em (g rio) J rio)) é entào 

y-f rio) = Att ( x ~ s rio)). 
g rio) 


Suponhamos, agora,/e g contfnuas em [a, b\, derivàveis em ]a, b[ e g' (/) ^ 0 em ]a, b[. 
Observe que as condicòes apresentadas anteriormente implicam g (a) + g ( b). 



O coeficiente angular da reta S é JLL1— f . 

g(b)~ g (a) 

Vemos, geometricamente, que existe um ponto (g (c),/(c)) tal que a tangente neste pon¬ 


to é paralela à reta S. O coeficiente angular de T é 


f'{c) 

g’ic) 


Entào, para este c, 


f(b)-f(a) _ f(c) 
g(b)-g(a) g'(c) 
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Teorema (de Cauchy). Se/e j forem continuas em [a, b\ e derivàveis em 
entao existirà pelo menos um c em ]a, b[ tal que 

[f(b) - f(a ) ] g' (c) = [ g (b) - g (a)\f (c) 
ou 

f(b)~f(a)_f'(c) .. 

~7T, -7T-T7T’ se g (b) * g (a) e g’ (c) ^ 0. 

g(b)-g(a) g'(c) 


Demonstragào 

Seja h (x) = [ f(b) - f(a )] g (x) - [g ( b) - g (a)]f(x\ x £ [a, b ]. 


h é continua em [a, b] e derivàvel em ]a, b[ 
h (a) — h ( b ) (verifique). 


Pelo teorema de Rolle, existe c em ]a, b[ tal que h' ( c ) = 0, dai 


ou seja, 


[f(b) -f(a)} g' (c) - [g ( b ) - g (a)]f (c) = 0 


U(b) -f(a)\ g' (c) = [g (b) - g (a)\f (c). 


Observa^ào. Fazendo, no teorema acima, g (x) — x, obtemos o TVM. 


16 
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16.1. APROxiMAgÀo Local de uma Funcào 
Diferenciavel por uma FuNgÀo Afim 

Seja/uma funsào derivàvel em x 0 e seja T dada por 

T (X) = /(X Q ) + /' (X Q ) (X - Xq). 

O gràfico de Té a reta tangente ao gràfico de/em (x 0 ,/(x o )). 



Para cada x £ Dp seja E (x) o erro que se comete na aproxima£ào de/(x) por T ( x) 

© / (x) = / (x 0 ) + f (xq) (x - xq) + E (x), x £ Df. 

T(x) 

Observe que, para x # x 0 . 

£(x) _ /(x)-/(x 0 ) 

X — Xq X — Xq 


f Oo) 
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lim -*!&— 0 
X -» Jt Q x — Xq 

ou seja: quando x —> x 0 , o erro E (x) tende a zero mais rapidamente que (x - x 0 ). 

A fungào 

T(x)=f(x 0 )+r (x 0 )(x-x 0 ) 

é a ùnica fungào afìm que goza da propriedade de o erro E (x) tender a zero mais rapidamen¬ 
te que (x - x 0 ). De fato, se S (x) = /(x 0 ) + m (x - x 0 ) for urna fungào afim passando por 
(x 0 ,/(x 0 )) tal que 

/(x) = /(x 0 ) + m (x - x 0 ) + Ej (x), x e Dj> 

onde lim ^ ^ = 0, entao necessariamente m—f (x 0 ). (Verifique.) 

* *q X — Xo 

Segue que, se / for derivàvel em xq, 

T (X) = / (Xq) + / ' (X Q ) (X - Xq) 

é a fungào afim que melhor aproxima localmente a/em volta de x 0 . 

A fungào T acima é urna fungào polinomial de grau no màximo 1 ; sera do grau 1 se 
/' (xq) A 0. Assim, Té o polinomio de grau no màximo 1 que melhor aproxima localmente 
af em volta de Xq. 

Observe que os valores de/e T em x 0 sào iguais, bem corno os de suas derivadas: 


O polinòmio 


/(x 0 ) = T(x 0 ) ef (x 0 ) = T ’ (x 0 ). 


P (x) = / (Xq) +/' (x 0 ) (x - Xq) 


denomina-se polinòmio de Taylor de ordem 1 de fem volta de x 0 . 

O próximo teorema fomece-nos urna expressào para o erro E (x), que aparece em © em 
termos da derivada 2 . a de/. 


Teorema. Seja/derivàvel até a 2. a ordem no intervalo 1 e sejam x, x 0 G I. Entào, 
existe pelo menos um x no intervalo aberto de extremos x e x 0 tal que 


/(x) =/(x 0 ) + /' (Xq) (X - Xq) + f (X - X 0 ) 2 . 
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Demonstra^ào 


Assim, 


E (x) =/(x) - [/(x 0 ) +/' (Xq) (x ~ Xq)]. 


E (x 0 ) = 0 e E ' (x 0 ) = 0. 


(Observe que E ' (x) =/' (x) — /' (x 0 ), pois/(x 0 ) e/' (x 0 ) sào constantes.) 
Seja h (x) = (x - x 0 ) 2 ; segue que 


Temos 


h (x 0 ) = 0 e h ' (xq) = 0 . 


E(x) _ E (x)- E (x 0 ) 
h(x) h (x) h (x 0 ) 


Pelo teorema de Cauchy, existe x\ no intervalo de extremos x 0 e x tal que 

E (x) _ E'(x i) 
h(x) h'(x i) 

Tendo em vista E ' (x 0 ) = h ’ (x 0 ) = 0 

E (x) _ E'jxQ-E' (x 0 ) 
h(x) h’ixO-h'ix o) ' 

Novamente, pelo teorema de Cauchy, existe x no intervalo aberto de extremos xq e x\ 
tal que 

E (x) _ E" (x) 
h(x) h"(x) 


Como E" (x) = /" (x) e h" (x) = 2 


e (x> _ r (x) 

h(x) 2 


Portanto, 


E(x) = TL^1 (x -xo) 2 

para algum x no intervalo aberto de extremos x e x 0 . 
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EXEMPLO 1. Seja/derìvàvel até a 2. a ordem no intervalo / e sej a a 0 £ I. Suponha que 
existe M > 0 tal que \ f" (a) I ^ M para todo x £ I. Prove que para todo a em I 

i/w-pwi« yu-* 0 i 2 

onde P (x) = /(x 0 ) +/' (x 0 ) (x - x 0 ). 

Solugào 

De acordo com o teorema, existe x entre x e x 0 tal que 

\f(x) -P(x)\ = U-Vl(x-xo) 2 
ou 

t l/"(I)IU-x 0 l 2 
dai 

M o 

I f(x) - P (x) I SS y I X - JC 0 r, JC £ /. ■ 

EXEMPLO 2. Avalie In 1,003. 

Soluqào 

Seja/( a) = In x. O polinòmio de Taylor, de ordem 1, de/em volta de — 1 é: 

P(x)=f(l)+f'(l)(x- 1) 
e como,/(l) = 0e/' (1) = 1, resulta 

P (a) — x — 1. 

Assim, 

/(1,003) = P (1,003) 
ou 

In 1,003 = 0,003. 

Interprete graficamente este resultado. 



Avaliagào do erro 
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16.2. Polinòmio de Taylor de Ordem 2 

Vimos que o polinòmio de Taylor, de ordem 1, de/em volta de a 0 , tem em comum com 
/o valor em a 0 e o valor da derivada em a 0 . 

Suponhamos que/tenha derivadas até a 2.* ordem no intervalo I e seja x 0 £ I. Vamos 
procurar o polinòmio P, de grau no màximo 2, que tenha em comum com/o valor em x 0 , o 
valor da derivada l. a em x 0 e o valor da derivada 2. a em x 0 . Queremos, entao, determinar P, 
de grau no màximo 2 , tal que 

/(A 0 ) = P (Ao),/' (A 0 ) = P ' (A 0 ) e/" (A 0 ) = P " <Aq), 

Podemos procurar P da forma 

P (a) = A 0 + (a - a 0 ) + A 2 (a - x 0 ) 2 . 
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Como P (x 0 ) = A 0 , devemos ter A 0 = /(x 0 ). 

/*'(*)= Ai + 2A 2 (x - x 0 ) 
e 

P"(x) = 2 A 2 . 

Dai, P ’ (x 0 ) = A x tP" (x 0 ) = 2A 2 - Segue que devemos ter 

Al=f' (*o) 

e 

2A 2 =/" (x 0 ) ou A 2 = 1 f" (x 0 ). 

O polinòmio procurado é entào 

0 P(x) = /(x Q ) + / ' (x Q ) (X - Xq) + f ^ o ) (x - x 0 ) 2 . 

O polinòmio © denomina-se polinomio de Taylor, de ordem 2, de f em volta de x 0 . 
Observe que/e P admitem a mesma reta tangente em (xq,/(x 0 )). Como P' (x 0 ) = /" (xq), 
segue que se/" (x 0 ) =£ 0 e/" continua em x 0 , para x próximo de x 0 , os gràficos de/e P 
apresentam concavidades com mesmo sentido. E razoàvel esperar, entào, que, para x sufi- 
cientemente próximo de x 0 , o polinòmio de Taylor de ordem 2 aproxime melhor/do que o 
polinòmio de Taylor de ordem 1. 

EXEMPLO 1. Seja/(x) = e x . Determine os polinòmios de Taylor, de ordens 1 e 2, de/em 
volta de x 0 = 0. Esboce os gràficos de/e dos polinòmios. 

Solugào 

Indiquemos por P ] e P 2 °s polinòmios pedidos. 

Temos 

P\ (x) = /(0) + / ' (0) (x — 0) 
e 

p 2 w =/(0) +/' (0)(* - o> + /p (x - 0) 2 . 

De/' M = f" (x) = e*, segue/' (0) =/' (0) = 1. 

Assim, 

P, (x) = 1 + X 
P 2 (x) = 1 + X + x 2 . 


e 
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Seja P o polinòmio de Taylor, de ordem 2, de/em volta de x 0 . Para cada x em Dp seja 
E (x) o erro que se comete na aproxima 9 ào de/(x) por P (x). Assim, para todo x em Dp, 

f(x) = /(x 0 ) + / ' (x 0 ) (x - x 0 ) + f ( 2 Xq) (x - x 0 ) 2 + E (x) 
ou 

E (x) =/(x) - | ' f (x 0 ) + /' (x 0 ) (x - x 0 ) + ^ (x - x 0 ) 2 j. 


Temos: 

E ' (x) =/' (x) - [/' (x 0 ) +/" (* 0 ) (x - x 0 ) ] 

E" (x) =/"(x) -/"(x 0 ) 

E m (x) =/"' (x). 

Assim, 

E (x 0 ) = E ' (x 0 ) = E" (x 0 ) = 0. 

O próximo teorema fomece-nos urna expressào para o erro E (x) em termos da derivada 
de 3. a ordem de/. 


Teorema. Seja/derivàvel até a 3 a ordem no intervalo I e sejam x 0 , x em I. Entào, 
existe pelo menos um x entre x e x 0 tal que 


/« =/(*o) +/' (*o) (* - ( X - x 0 ) 2 + (x - xo) 3 


Demonstragào 


E (x 0 ) = E ' (x 0 ) = E" (x 0 ) = 0 e P (x) = /"' (x). 
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Sendo h (x) = (x — x 0 ) 3 , 

h(x o) - h ' (x 0 ) = h"(x 0 ) = 0er (x) = 6 = 3! 

Temos 

E(x) _ £(x)~E(xq) 
h (x) h(x)~ h (x 0 ) 

Pelo teorema de Cauchy existe x\ entre x e x 0 tal que 

£(*)_ 
h (x) h' (Jj) 

Temos 

E(x) _ E'jxQ-E'Q r 0 ) 
h(x) h’ (xO- h’ (x 0 ) 

Pelo teorema de Cauchy, existe x 2 entre *0 e *1 ta ^ £ l ue 

E (x) _ £" (x 2 ) 
h (x) /i" (x 2 ) 

De E " (x 0 ) = 0 = h " (x 0 ) segue 

E(x) _ E"(x 2 )~E"{x q) 

/i (x) h" ix 2 ) ~ h" (xq) 

Novamente, pelo teorema de Cauchy, existe x entre x 2 e x 0 tal que 

£ (x) _ £'" (x) 
h (x) h m (x) 

Como 

£ '" ( x ) = f" (x) eh"' (x) = 3! 

EW= (*-*o) 3 - 



EXEMPLO 2. Seja/derivàvel até a 3 . 8 ordem no intervalo 1 e seja x 0 € /. Suponha que 
existe M > 0 tal que I /"' (x) I M para todo x em I. Prove que, para todo x em /, 
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onde 

P (x) = /(x „) +/' (*„) (x - *„) + f - (x - x/. 

Solugào 

De acordo com o teorema anterior 

I / « - P « I = I (^ - JTo) 3 I = 1 I / ” (X) Il X - X 0 I 3 . 

Dal, para todo x em /, 

A/ 1 

!/(*)-P(x)l< — lx-x 0 l 3 . - 

EXEMPLO 3. Calcule um valor aproximado para In 1,03 e avalie o erro. 

Solugào 

Seja/(x) = In x. Vamos utilizar 0 polinòmio de Taylor de ordem 2 em volta de x 0 = 1. 
P(x)=/(l)+/'(l)(x- 1 )+ ^y^(x- l) 2 . 

De/' (x) = - e/" (x) = -\, segue/' (1) = 1 e/" (1) = -1. Assim, 
x x z 

P (x) = 0 + (x - 1) - (x - l ) 2 

ou 

P (x) = (x - 1 ) - i(x-l) 2 . 

Temos 

In 1,03 = P (1,03) 


mas. 


lego 


P (1,03) = 0,02955, 
In 1,03 a 0,02955. 


Avaliagào do erro 


2 

, assim, !/'" (x) I =£ 2 para x 5* 1. Pelo exemplo anterior, 
x 3 


f(x) 


P(x)|s£ 


^ l x — li 3 , parax 3= 1 . 


re*) 
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Segue que 


1/(1,03) - P (1,03) I *£ ì • 0,03 3 


1/(1,03) - P (1,03) I ss 0,000009. 


Assim, o mòdulo do erro cometido na aproxima^ào 

In 1,03 ss 0,02955 

é inferior a IO -5 . (Observe: 0,000009 = 9 • IO -6 < IO -5 .) 

Como, para x > 1, E (x) = — (x — l ) 3 > 0, segue que 0,02955 é urna aproxima- 
gao por falla de In 1,03. ■ 

EXEMPLO 4. Calcule um valor aproximado para 3/7, 9 e avalie o erro. 

Soluqào 

Seja/(x) = 3/x . Vamos utilizar o polinòmio de Taylor de ordem 2 em volta de x 0 = 8 . 
P (*) = /(8) + /' (8) (x - 8) + 1^. (x - 8) 2 


l - 2 2 

/'(*) = -X 3 e/"(x) = “ — X 3, 


segue que 


f (8) 3 (3/8 ) 2 12 (8) 9(W ) 5 144' 


P(x) = 2 +I L(x-8)-^ ( x-8)2 


P (7,9) = 2 - — - — = 1,9916319. 
12 288 


Assim, 


3/7/9 = 1,9916319. 
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Avaliagào do erro 

/-W-^x-foo/■«.Jy. 

Neste problema, interessa-nos o intervalo de extremos 7,9 e 8 . Como 1,8 3 = 5,832 < 7,9, 
segue que, para todo x, 7,9 *£ x *£ 8 . 


e, portanto. 




(1,8) 8 < 3/x* 


- 

27 ^8 27 • (1,8)® 


e, portanto, para 7,9 ^ x ^ 8 , 


«OT ,x-rf 


IO -2 -s 

,/<7 ' 9) ^ (7 ' 9)l< 8TW <10 ' 

(Observe: 81 • (1,8 ) 8 > 1.000 => - l -— g- < IO -3 .) Deste modo, 0 mòdulo do erro co- 

81 * ( 1 , 8 )° 

metido na aproximaqào 


3/7/9 = 1,9916319 


é inferior a 10 5 . 


Observacào. A escolha de 1,8 foi feita por inspe 9 ào. Poderiamos ter escolhido 1,9, pois, 

,. . . ( .. 10 V. 


(1,9 ) 3 < 7,9. Com a escolha de 1 ,8 conseguimos um M > 0 M - 


27 • (1,8 ) 8 


tal que 


IT(x)l = 


27 3 //? 


< A/para 7,9 =£ x «s 8 , o que nos permitiu utilizar 0 Exemplo 2. Eviden¬ 


temente, quanto menor 0 M, menor sera a majoraqao para o erro. Neste problema, a esco¬ 
lha de 1,9 seria preferivel. Se tivéssemos escolhido 1,9, cheganamos à conclusào de que 0 
erro cometido na aproximagào é, em realidade, inferior a 10 . Observe, ainda, que, para 
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7,9 *£ x < 8, E (x) = -- (x — 8) 3 < 0, o que mostra que 1,9916319 é aproxima 9 ào 

por excesso. 

Seja/derivàvel até a 2. a ordem no intervalo I e seja x 0 E I. Seja E (x) o erro que se come¬ 
te na aproxima^ào de f(x) por P (x), onde P(x)éo polinòmio de Taylor de ordem 2 de/em 
volta de x 0 : 

/« = /(* 0 ) + /' C*o) (x - x 0 ) + / "^ o) (x - x 0 ) 2 + E (*). 

Vamos mostrar a seguir que, para* —> x 0 , o erro E (x) tende a zero mais rapidamente que 
(x — xq) 2 . De fato, 


E (x) /(*) “ f( x 0> ~ /'<*o)(* ~ x 0 ) - f ^ (x - x 0 ) 2 

lim . - - —=-= lim - -x --- 

(X“X 0 r x^>x G (x-XqY 


Pela 1 * regra de L’Hospital 


lim E <*> ~ i im 

r —> Jt 0 (X - X 0 ) 2 x->x q 2(x~X 0 ) 


2 (x — x 0 ) 

/' (*)-/' (*o) 


- lim 

2 X -> x 0 l x- Xq 


- r (*o) 


Assim, 


Provaremos a seguir que 


lim EW 2 = 0 . 
(x - x 0 r 


p CO = /(x 0 ) + / ' (x 0 ) (x - x 0 ) + f ^ (x - x 0 ) 2 

é o ùnico polinomio de grau no màximo 2 que goza da propriedade de o erro E (x) tender a 
zero mais rapidamente que (x — x 0 ) 2 , quando x —» x 0 . 

Seja entào 

/CO =/(x 0 ) + A (x - x 0 ) + B (x - x 0 ) 2 + E { (x) 


Um 

x ^x 0 (x - x 0 r 
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Vamos provar que 


A=/'(x 0 )e B 


f" (*o) 


De fato, de 


E (x) E\ (x) _ 

lim - 7r = 0 e lim -=- = 0 

X^Xq (X- X 0 y X -> Xq (X - X 0 r 


lim EM ~ E 

t -» x 0 (x-x 0 r 


e, portanto. 


/' (xq ) (X - X 0 ) + f (x - x 0 ) 2 - [A (X - Xq ) + B (x - X 0 ) : 

(x - x 0 ) 2 


urna vez que 


E(x)-E ì (x) = 


= /'(xo) (x - x 0 ) + (x - x 0 ) 2 - [A(x - x 0 )+ B(x - x 0 ) 2 ]. 


Segue que 


(/' (*o) - A) (X - x 0 > + ( - B y x - xo) 

(x - x 0 ) 2 


[f'(x 0 )-A] + 


f" (xo) 


B (x- x 0 ) 


o que implica A = / ' (x 0 ) (observe que, se tivéssemos A =/= /' (x 0 ), o limite acima nào po- 
deria ser zero). Assim 


f" (XQ) 


- B (x - x 0 ) 


e, portanto, B = 


f"(x o) 
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EXEMPLO 5. Seja/(x) = —-—. Mostre que P(x)— 1 + x + x 2 è o polinòmio de Taylor 
1 - x 

de ordem 2 , de/em volta de x 0 = 0 . 

Solugào 

2 

Basta mostrar que E (x) =/(x) - P (x) tende a zero mais rapidamente que x , quando 
x —» 0 . 


lim lim fW-™ . tim 1-L- 

x->Q X L x->0 X z x —> 0 

3 

- lim —~—=- = lim ——— = 0. 
x-»0X z -X J x —» 0 1 — x 


- 1 - x - x 2 


Outro processo. Calcular/(0),/' (0) e/" (0) e verificar que 

1 + JT + Jt 2 =/( 0 ) +/' ( 0 ) (* - 0 ) + (x - 0 ) 2 . ■ 

Dizemos que <p (x) é um infinitèsimo, para x —» xq, se lim <p(x) = 0. Sejam <p (x) e 

x->x 0 

<Pi (x) dois infinitésimos, para x —» x 0 . Dizemos que <p (x) é um infinitèsimo de ordem supe- 
rior à de <pj (x) se, para x —* x 0 , <p (x) tende a zero mais rapidamente que (x), ou seja, se 

lim -- = 0 . É usuai a nota 9 ào 

x->x 0 <p\ (x) 

<P (X) = O (<P! (x)) para x x 0 

para indicar que <p (x) é um infinitèsimo de ordem superior à de (x), para x —» x 0 . 

Assim, sendo <p (x) e (x) infinitésimos para x —> x 0 , 

lim y ^ = 0 <=> <p (x) = o (x)) para x -* x 0 . 

x ~* x o <Pl U) 

Observe que x — x 0 só è infinitèsimo para x —> x 0 ; assim, 

E (X) = O (X - Xq) 

significa que E (x) è um infinitèsimo de ordem superior à de x — xq, para x —» xq. 

Do que vimos anteriormente, segue que 

(Ì) /(X) = /(X 0 ) + / ' (Xq) (X - Xq) + O (X - Xq) 

(ÌÌ) /(X) — f (Xq) + /' (Xq) (X - Xq) + - ^ 0) (X ~ Xq) 2 + O ((x ~ Xq) 2 ). 
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Exerci'cios 16.2 " ' ' 

1. Determine o polinòmio de Taylor, de ordem 2, de/em volta de xq dado. 


d)f(x ) = In (1 +x) 

e 

x 0 = 0 

b)f(x) = f 

e 

*0 = 0 

c)f(x) = 

e 

Xq = 1 

d) f (x) = y 

e 

O 

II 

e)f{x) = Vx 

e 

x 0 = 4 

f)f(x) = sen x 

e 

x 0 = 0 

g)f(x) = cos X 

e 

x 0 = 0 


2. Utilizando polinomio de Taylor de ordem 2, calcule um valor aproximado e avalie o erro. 


a) In 1,3 

c) ^9 

X 0,03 
e) e 

g ) Vm 


è) V4,1 

./) sen 0,1 
h) cos 0,2 


3. Mostre que, para todo x, 

a) I sen x — x I =£ — ! x I 3 
3! 


( x 2 \ 1 

b) cos x - 1 -« — Ix I 3 . 

I 2 J 31 

4. Mostre que, para 0 x *£ 1 


f 1 \ 1 

0^e x - l + x + —x 2 <—x 3 . 

I 2/2 


5. Utilizando a relagào sen x = x + o (x“), calcule 


a) lim - 

x ->0 x 


sen x — x 
72 


b) lim 

jt—>0 H 


sen x — x 

v2 


| Sugestda o (x 2 ) é um infinitèsimo de ordem superior a x 2 , para x —> 0, isto é. 


lim --— = 0 . 

x —> 0 x l 


6 . Verifìque que 


a) e x = 1 + x + ^ x 2 + o (x 2 ) 
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X* ij 

b) cos x = 1 — -—- + o (x ) 

2 

c ) sen x = x + o (x 2 ) 

1 2 2 

d) In * = (x - 1) - (X - ir + O (Oc - in 

2 


7. Seja / (x) = 


{ x 8 sen —y se x # 0 
0 se x = 0 


a) Determine o polinomio de Taylor de ordem 2 de/em volta de x 0 = 0. 

b) Seja a > 0 um nùmero reai dado. Mostre que nào existe M > 0 tal que para todo x em 
[0, a], I/'" (x) I *£ M. 

8. Seja/derivàvel até a 2.* ordem no intervalo / e sejax G /. Mostre que existe urna funqào <p(x) 
definida em I tal que, para todo x em /, 


/(x) = /(x 0 ) + /' (x 0 ) (x ■ 


— Y°^ (x - Xq) 2 + <P (x) (x - Xq) 2 


com lim <p(x) = 0. 

9. Seja/derivàvel até a 2.* ordem no intervalo fechado [a, b] e seja x 0 G [a, b]. Mostre que existe 
M > 0 tal que para todo x em [a, b], 

l/(x)-P(x)l*£Mlx-x 0 l 2 
onde P (x) = /(x 0 ) + /' (x G ) (x - x 0 ) + ^ (x - x 0 ) 2 . 

(Sugestào: verifique que a fungào <p (x) do Exercicio 8, com <p (x 0 ) = 0, é continua em [a, b}.) 


16.3. Polinòmio de Taylor de Ordem n 

Seja/derivàvel até a ordem n no intervalo / e seja x 0 /. O polinòmio 

P W «/(*o) +/' C*te) (* - *>) + (* - *o) 2 + ... + /< " ) j J ° ) (* - *o)” 

denomina-se polinomio de Taylor, de ordem n, de f em volta de x 0 . 

O polinòmio de Taylor, de ordem n, de /em volta de x 0 é o ùnico polinomio de gran no 
màximo n que aproxima localmente f em volta de x 0 de modo que o erro E (x) tenda a zero 
mais rapidamente que (x - x 0 )”, quando x —» x 0 . (Verifique.) 

O polinòmio de Taylor, de ordem n, de/em volta de x 0 = 0 denomina-se também poli¬ 
nomio de Mac-Laurin, de ordem n, de f 

EXEMPLO 1. Determine o polinòmio de Taylor, de ordem 4, de/(x) = e x em volta de 
x 0 = 0. 
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Demonstragào. Fica a seu cargo. ■ 

EXEMPLO 3. Seja/derivàvel até a ordem n + 1 no intervalo /e seja jc 0 E I. Suponha que 
existe M > 0 tal que, para todo x em /, 


l/ ( " + 1} (x) I =£ M. 


Prove que, para todo x em I, 


I/O) - P 0)1* ——— I x - *01" + 1 
J V (n + 1)! u 

onde P 0) é o polinòmio de Taylor, de ordem n, de /em volta de x 0 . 

Solugào 

Segue do teorema anterior que, para todo x em /, existe x entre rer 0 tal que 

Como para todo r em /, l/” + ^ 0) I ^ Af, resulta 

I/O) -P 0)1 M lx-jr 0 l n + 1 . 

(n + 1)! 

EXEMPLO 4. 


a) Mostre que, para todo x em [0, 1], 

*'-f 1 + * + !* 2 + ;!r * 3 + - + V‘ì s T~TT^ x " +1 

i, 2 3! ni ) (n +1)! 

b) Avalie e corri erro, em mòdulo, inferior a 10 5 . 

Solugào 

a) Seja f{x) = e x . De/O) = / ' O) -/" O) = • ■ ■ = /" + 0 0) segue que o polinòmio de 
Taylor, de ordem n, de/0) = C x em volta de = 0 é 

P (x) = 1 + x + — x 2 + -Ì- x 3 + ... + x n . 

2 3! ni 

Para x em [0,1], 0 ^ e* = f (n + 1} O) ^ e < 3. 

De acordo com o teorema anterior, para todo x em [0, 1 ], existe x entre 0 e x tal que 


; >J l + x + L x 2+L x l + ... + L x n\ = É^ì^ x n + K 
l 2 3! ni ) (n + 1)! 
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Assim, para todo x em [0, 1J (tendo em vista a desigualdade acima) 


e x — 1 + x + —jc 2 + —x 3 + ... + — x n 1 < 
l 2 3! ni 


b) Para x = 1 


ni J\ (« +1)! 


e-fl + l + - + — + ... + — ì <--- 

l 2 3! ni) 0+1)! 


Precisamos determinar n de modo que 

(n + 1)! 

Por tentativas, chega-se a n = 8 ^ < IO -5 
Assim, 


CIO -5 . 


eas2 + I + I + l + I + i + I + I 

2 3! 4! 5! 6! 7! 8! 

com erro inferior a IO -5 . 

3 

Observa^ao. Como lim -= 0, segue do teorema do confronto, que 

n -» +oo (n + 1)! 


r , i i 

1 1 

lim 1 + 1 + — + — + . 

. + — —e. 

n —» +“> 1_ 2 3! 

ni J 


Mostraremos, no próximo exemplo, que e é um nùmero irracional. 

EXEMPLO 5. O nùmero e é irracional. 

Solugào 

Suponhamos que e fosse racional; assim existiriam inteiros positivos a e b tais que 


Para todo naturai n, 


e > 1 + 1 + — + — + ...+ — (por què?) 
2 3! ni 


e, pelo exemplo anterior. 


e - fi + 1 + 1 + 1 + ... + 1 


2 3! ni) | (n + 1)! 
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Dai, para todo naturai n. 


0 <£-r 1 + 1 + i + i + ... + iì<_i- 

b { 2 3! n\) (n+1)! 


Para n > b e n ** 3, temos 


0< —-B!fl + l + - + ^- + ... + -l<—^—«7 

b l 2 3! ni ) n + 1 4 


dìl^ 

A = — 1 é inteiro pois n> bebé naturai. 
b 


( 1 1 \ 

B = ni 1 + 1 + — + ... + — é inteiro (por què?). 
V 2 ni J 


Assim, A — Bé um inteiro estritamente positivo e menor que —, que é impossivel. 

Conclusào. O nùmero e é irracional. ■ 

No próximo exemplo mostraremos que 

a n 

lim — = 0 
«->+= n\ 

onde a > 0 é um reai fixo. Este resultado sera util naresolu§ào de alguns dos exercicios que 
serào propostos no final da se^ào. 


EXEMPLO 6. Mostre que lim — = 0 onde a > 0 é um reai fixo. 
n -» +o» n\ 

Solugào 

a 1 

Tomemos um naturai N tal que — < —. 

N 2 

Temos, entào: 


_5-<I 

N +1 2 


—-— < i 

N + 2 2 


N + p 2 
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e, assim, para todo naturai p s* 1, 


_ * _<rir. 

(N + 1HN + 2)...(N + p) K2) 


Multiplicando ambos os membros por vem: 


a N + P < flY a^_ 

(N + p)l < v2 J NI 


Fazendo n = N + p 


ni 12 J NI 


De lim - 

n->+cc \ 2 J 


= 0, segue que 


lim — = 0. 
n —>+oo ni 


EXEMPLO 7. Mostre que, para todo x. 


r 1 ^ 1 ^ 1 

lim 1 + x + — x 2 + —x 3 +...H- x n — e x . 

n-*+cc 2 3! ni 


Solugào 

Para todo x, existe x entre 0 e x tal que 


e x =l + x + -x 2 + —X* +... + — x n +-?—-x n + l . 
2 3! ni (n +1)! 


Se* > 0, e x < e x , pois x E ]0, x[, logo 


( 1 1 1 \ ylì + 1 

e x — ì + x + —x 2 + —jc 3 +.„H - x n <e x - 

l 2 3! ni ) {n +1)! 


Como lim -= 0, pelo confronto, 

(n + 1)! 


lim f 1 + x + — x 2 + ... -I- — x n 1 = e x 
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Se x < 0, e x < e = 1, pois x E ] x, 0 [; logo 


/ 1 i 1 \ I ri” + 1 

e x — l + x + —x 2 H-x 3 +...+— x n < - 

2 3! n\ ) (n + l)! 


\x\ n + l 

De lim -= 0, segue 

„_>+*(„ + !)! 


f 11 1\ 

lim l + x + — x 2 + —x 3 +...+— x n =e x . 
,^+ccl 2 3! ni 


Fica, provado, assim, que, para todo x, 


e x = lim l + x + -x 2 +—x 3 +... + —x n 
2 3! n! 


Està igualdade é usualmente escrita na forma 


e * = 1 + * + — x 2 + —x 3 + ... + —x n + ... 


EXEMPLO 8. Mostre que, para todo x , 

e* 2 ~(\ + x * + Ix* + lx* + ... + -* 2 »1 ^ 

V 2 3! n\ ) (n + l)! 

Solugào 

Pelo exemplo anterior, para todo x 5= 0, 

/ i 1 ° i \ Y n +1 

e x — 1 + x + —x 2 H-x 3 + ... + — x n =£ e x - 

^ 2 3! ni J (n +1)! 

2 2 
Como, para todo x, x > 0, resulta, substituindo na desigualdade acima x por x , 


1 4 , 1 

~x 4 H-; 

2 3! 


i \ ~ r 2n + 2 

_L x 2n ^ £ x 2 _£_ 

n! ) (n 4 1)! 


Para discutir o próximo exemplo, vamos precisar antes estabelecer urna desigualdade para 

rb à 

integrais. Jà vimos que, se/for continua erri [a, b ] e/(x) 5* 0 em [a, b], entào f(x)dx ^ 0. 

J a ~ + 

Segue desta desigualdade que, se/e g forem continuas em [a, b ] e/(x) « g (x) em [a, b], entào + 


rb rb 

f(x)dx ^ g (x) dx. (Verifique.) 
Ja Ja 
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Suponhamos, entào,/continua em [a, b]\ assim, I/I também é continua em [a, b] e temos 
para todo x em [a, b], 

~ l/C*) I *£/(*} « \f(x) I 


- f l/(x)l dx ^ f f(x)dx^ f I/(x)l dx 

Ja Ja Ja 


rb rb 

I /(xr) I l/(x)ld!x. 

Ja Ja 

EXEMPLO 9. Calarle f e* 2 dx corri erro, em mòdulo, inferior a 10 5 . 

h 

Solugdo 

Paraxem [0,1], e xl =£ e < 3. Segue entao do exemplo anterior que, para todoxem [0,1], 
U 2 - ( 1 + X 2 + -x 4 + ... + — X 2n il ^ 3 4 - 777 


[ l e xl dx - f ( 1 + x 2 + -x 4 + ... + —x 2n ì dx f* e x2 -( 

Jo Jo v 2 ni ) Jo 


+ —x 2n 

ì dx 

n! 

ì 

\ r 1 

3x 



) Jo 

In 


[1 + x 2 +-x 4 + 
k ? 


r =- ± — 

Jo (n + l)! (2n + 3)(n + l)! 


f 1 e x2 dx - f 1 
Jo Jo 


1 + x 2 + — x 4 + ... + — x 2n ì dx 
l 2 ni ) 


(2 n + 3) (n + 1)! 


Por tentativas, chega-se que, para n = 7, 

3 

(2n + 3) (n + 1)! 
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Assiin, 


f e xl dx= \ 

•! ( , 

1 + X 2 + 

1 4 

— x 4 

+ — x 6 + .. 

„ + l^ì 

Jo J 

o l 

2 

3! 

7! ; 


com erro, em modulo, inferior a IO - . 

Exercicios 16.3 - - - — ■ ■ ■ - 

1. Determine o polinomio de Taylor de ordem 5 em volta de x 0 dado. 

a) f(x) = senx e Xq = 0 

b) f(X ) - COSX e Xq ~ 0 

c) /(x) = lnx e xq = 1 

d) f(x) = \fx e x 0 = 1 

e) f(x) = (1 + x) a e Xq — 0, onde a + 0 é um reai dado. 

2. Sejam n um naturai impar e/(x) = sen x. Mostre que, para todo x, 



f 3 5 

X J X 

n - 1 'S 

- r n 

sen x — 

x -1-— 

... + (-l) 2 — 


3! 5! 

n! 

/ 


3. Avalie sen 1 com erro, em mòdulo, inferior a 10 . (Sugestào: utilize o Exercfcio 2.) 

4. Mostre que, para todo x. 


r 3 r 5 y 2n + l 

sen x = lim * - — + — (- l) n — - 

«->+*> 3! 5! (2n + 1)! 


3 5 7 

X J X J X 

sen x = x-1-—- + ... 

3! 5! 7! 

5. Calcule um valor aproximado com erro, em mòdulo, inferior a IO -3 . 

a) f sen x 2 dx b) f e~ x ^ dx 


6. Mostre que, para todo x. 


x 2 x 4 x 6 x 2 ” 

cos x = lim 1-H-K.. + (— 1)”- 

n->+»[_ 2 41 61 (2 /t)! 


X 2 X 4 X 6 

COS X - 1-H- h ... 

2 4! 6! 

~ t + 1 

7. a) Verifique que 1 + t + t + ... + f = -(t ± 1). Conclua que, se I /1 < 1, 

1 - t 


lim (1 + t + +... + *”) =- 

n -» +=o 1 — t 
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■ = 1 + t + t 2 + ... + t n + ... 


b) Verifique que 1 — t + r 2 — P + ... + (— 1)" t n é o polinòmio de Taylor, de ordem n, de 
—-— em volta de 0. 


--(1 -t + t l - /") 


Sugestào: Mostre que lim 

t^> 0 


c) Mostre que a fun^ào E (f) dada por 


1 + t 


é continua em ] — 1, +°° [. 
d) Mostre que, para todo x > — 1, 


2 3 4 

x L x J x 

In (x + 1) — x-H- 

2 3 4 


x” + 1 f* 

.(_!)« -+ E(t)dt. 

n + 1 JO 


f* 1 

Sugestào : In (x + 1) = - dt... 

JO 1 + r 


x 2 x 3 x 4 x n + 1 

e) Verifique que x-H-1-... + (— \) n — ■■ ■ ■ é o polinòmio de Taylor, de 

2 3 4 n + 1 

ordem n + 1, de In (x + 1 ) em volta de 0. 

8. Determine o polinòmio de Taylor, de ordem 5, de g (x) = are tg x em volta de 0. 

9. Seja/(x) - * 2 ■ 

1 + x 

a) Mostre que P (x) — 1 — x 2 + x 4 — x 6 + x 8 — x 10 é o polinòmio de Taylor, de ordem 10, de/ 
em volta de xq = 0. (Nao é necessàrio calcular as derivadas de/ ! !) 

b ) Mostre que a fun$ào E (x) dada por 

— 1 -^ r = 1 - x 2 + x 4 - x 6 + x 8 - x i0 + E (x) 

1 + x 2 


e continua em Ire. 


c) Olhando para o polinòmio do item (a), calcule/' (0),/" (0),/"' (0) etc. 
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10. Determine o polinomio de Taylor, de ordem 11, de g (jc) = are tg x em volta de jcq = 0. 


f rx 

1 A 

Sugestào: are tg x — 1 

l J 0 ] 

- y dt e utilize o Exercfcio 9. 

! + t 2 J 


11. Seja/(x) - (1 + x) a , onde a * 0 é um reai dado. Determine o polinòmio de Taylor, de ordem 
n, de/em volta de jc 0 = 0 e de a expressào do erro em termos da derivada de ordem n + 1. 
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Arquimedes, Pascal , Fermat 
e o Càlculo de Areas 


17.1. Quadratura da Paràbola: Mètodo de Arquimedes 

Um dos criadores do Càlculo Diferencial e Integrai foi o grande matemàtico grego Ar¬ 
quimedes, que viveu no século 3 a.C. em Siracusa. Urna de suas inumeras descobertas foi a 
formula para o càlculo da àrea de um segmento de paràbola. Nosso objetivo aqui é obter tal 
fòrmula seguindo o raciocìnio rigoroso de Arquimedes. Vamos entào considerar o segmen¬ 
to de paràbola limitado pela paràbola y = x" e pela corda AB. 



Fig. 17.1 


Lembrando que em um trapezio o segmento que liga os pontos médios dos lados nào- 


paralelos é a semi-soma das bases, resulta que a ordenada de M é 


(,a + 2 m) 2 + a 2 
2 
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Pela Fig. 17.1, 

Ou seja, 

(OK?) 


j(<2 + 2 m) 2 + a 2 

MN = f --- 

2 


(a + ni) 1 . 



A altura do triàngulo AMN em rela?ào à base MN é m. Também, a altura do triàngulo BMN 
em rela 9 ào à base MN é m. Como 

MN - m 1 


e 


altura em relagào à base MN - m 
segue-se que a soma das àreas dos triàngulos AMN e BMN é: 


, \ k ~\ >rx t , - ml ' m m 2 • m 3 

area AAMN + area ABMN --1- - — ni 

2 2 

Portanto, a àrea do triàngulo ANB é m 3 . Vamos destacar este resultado 

Àrea do triàngulo ANB = m 3 . 

Vamos entào ao càlculo da àrea do segmento parabolico. A seguir, suporemos A coinci- 
dindo com a origem do sistema de coordenadas. 
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Na Fig. 17.2, o valor de m é b/2. Assim, a àrea T do triàngulo ANB é {b! 2) 3 = b 3 /8. 



A àrea do triàngulo ANB é urna primeira aproximagào para a àrea do segmento parabò¬ 
lico ANB. Vamos melhorar està aproximasào. Vamos somar a està àrea as àreas dos triàn¬ 
gulos AN l N e NN 2 B (Fig. 17.3). 



Observe que a soma das àreas dos triàngulos AN jN e NN 2 B é exatamente um quarto da 
àrea T do triàngulo ANB. 



0 b!4 b/2 3/?/4 b 


Fig. 17.3 

Dividindo, agora, o intervalo [0, b] em 8 partes iguais e somando-se as àreas dos novos 
triàngulos obtidos, verifica-se que a soma dessas novas àreas é Zr/128, que é exatamente 
um quarto da àrea anteriormente acrescentada, que era de ir/32. 
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Assim, 


T T (lì 
T+ - + — = T 1 + - + 4 


é urna terceira aproximasào, e melhor, para o nosso segmento 
parabolico. 

Continuando o raciocmio acima, é razoàvel esperar que a formula para o càlculo de tal 
àrea seja: 


( i i \ 

Area do segmento parabòlico = T 1 + —\- —+ ... . 

V 4 4 2 J 


Entào, para chegar à fòrmula para a àrea do segmento parabòlico, é só calcular a soma da 

14 

progressào geomètrica infinita de primeiro termo 1 e razào — que sabemos ser — • (De 
acordo?) Só que Arquimedes nào trabalhava com limites ìnfìnitos. Para chegar à fòrmula 


Àrea do segmento parabòlico = —T, 

Arquimedes primeiramente utilizou o seu MÈTODO de descoberta: verificou “por meio de 
urna balata ” que o peso do segmento de paràbola era exatamente quatro termos do triàn- 
gulo ANB (veja referència bibliogràfica 1 no final do capftulo). Em seguida, admitiu que o 
4 

valor da àrea era —Te, por urna dupla redu^ào ao absurdo, provou a sua veracidade. E o 


que faremos a seguir. Temos 


i = - = - + - = - + 4- = - + 4- 

4 4 4 4 4 2 4 4 2 


Continuando o raciocmio acima, obtém-se 


+ -7T + ... + 


Somando 3 aos dois membros, em seguida dividindo por 3 e por ultimo multiplicando os 
dois membros por T, resulta 

4 T T T T T 

— T = r+- V —ir + + ... + ——h —— 

3 4 42 43 4" 3-4” 


O objetivo é entào provar que a àrea do segmento parabòlico ANB é — T. A prova sera 
feita em duas etapas: na primeira, prova-se que a àrea do segmento parabòlico nào pode ser 
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menor que —T, e na segunda, que a àrea do segmento parabòlico nào pode ser maior que 
. 3 4 

— T. Indicando por S a àrea do segmento parabòlico, sera provado entào que S ~ — T. 

3 ... . 

Para a prova da primeira etapa Arquimedes utilizou o seguinte postulado: “A diferenga 

pela qual a maior de duas àreas excede a menor pode, sendo somada a si mesma repetidas 
vezes, exceder qualquer àrea finita dada ”, cujo enunciado moderno é: “ Dados os numeros 
reais xey, com x > 0, existe um naturai m tal que mx > y”, que nada mais é do que a nossa 
conhecida propriedade de Arquimedes. 

Para a prova da segunda etapa, Arquimedes utilizou as duas seguintes propriedades: 

I. “Dadas duas grandezas distintas, se da maior subtrai-se mais que sua metade, do res¬ 
tante mais que sua metade, e assim por diante, acabarà restando urna grandeza menor 
que a menor das grandezas dadas.” 

II. “A reta tangente àparàbola y — x 2 no ponto de abscissa a + me paratela à corda de 
extremidades {a, a) e (a + 2m, (a 4- 2m) 2 ).” (Verifique.) 



a a + m a + 2 m 


Fig. 17.4 

Observe que a àrea do triàngulo XYZ é maior que a metade do segmento parabòlico XYZ. 
(Voce concorda?) 

PROVA DA PRIMEIRA ETAPA. (S < ~T) 

4.4 

Suponhamos por absurdo que S < —T. Assim, — T — S > 0. Pela propriedade de 
Arquimedes, existe um naturai n tal que 

3-4"(fr-s)>r 


-T - S> - 

3 3 ■ 4” 


e, portanto, 
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Dai, 


Ou seja. 


7 - 


3 • 4" 


>5. 


T T 
7 + - +~ + 


T_ 

4 T ' 4 3 


T 

— > S 
4 n 


que é con tradito, pois para todo n 


T+ — + + ... 4- — < 5. (Voce concorda?) 

4 42 43 4« 


PROVA DA SEGUNDA ETAPA. (S >-T) 

4 

Suponhamos, agora, 5 > — 7. Das propriedades I e TI acima, existe um naturai n tal que 


s- \ 7 + - + -^ + ... + — 

4 42 4 n 


e, poitanto. 


T T 

S- j T + — + -V + . 
4 4 2 


— <5- 7 
4 n 


<5- -7 
3 


+ + ... + 


4 2 


4" 3 • 4” 


Segue que 


^ , 7 7 

7 H-1- —■ 

4 4 2 


7 7 7 7 7 

. + — > 7 + — + —+ ... + ——I- —-—, 
4” 4 4 2 4 n 3 * 4" 


que é urna contrada ào. 


Se a àrea do segmento parabolico nào pode ser maior e tampouco menor que — 7, resul- 

4 

ta que tal àrea é exatamente — 7. Em consequència, a àrea da regiào ìimitada pela paràbola 

2 3 b 3 

v = x , 0 ss j : ^ b, pelo eixo x e pela reta x = b é — 

17.2. Pascal e o Càlculo de Àreas 

Pela formula de Arquimedes para a àrea de um segmento de paràbola, segue, corno vi- 
mos na segào anterior, que a àrea da regiào Ìimitada pela curva y = x 2 , 0 =£ x *s b, pelo 


eixo x e pela reta x = 



Passados quase dois mil anos dessa descobertade Arquimedes, 


Bonaventura Cavalieri (1598-1647) interessou-se pelo càlculo da àrea da regiào Ìimitada 
pela curva y = x k , 0 «s x ^ b, pelo eixo x e pela reta x ~ b, com k 5* 3 e naturai. Utilizando 

frk + l 

o seu mètodo dos indivisi'veis , Cavalieri provou, para A: de 3 até 9, a fòrmula- para 

k + 1 


àrea de tal regiào e afirmou que a fòrmula era vàlida para todo k. Nesta se?ào, utilizando as 
idéias de Blaise Pascal (1623-1662), vamos mostrar corno chegar rapidamente e de forma 
maravilhosa a està fòrmula, e na próxima se^ào veremos corno Fermat brincou com esse 
problema. 

Para se chegar à fòrmula, divide-se o intervalo [0, b ] em n partes iguais e considera-se a 

soma S(n) das àreas dos retàngulos de base — e altura f —\ , para i = 1, 2, ..., n (Fig. 

n Vn ) 

17.5). 



Fig. 17.5 


b j 

b 

) k b 1 

(2 b 

f ^ bi 


, b | 

nb\ k 


- 

-1 - 

— 

+ - 

— + 


— - 

n 

\n. 

) n 1 

k n , 

J n ' 

v n ) 

n 1 

l n ) 


E, portanto, 


b^ 1 Ir t J. t 

S(n) = (1* + 2 k + 3 k + ... + n k ). 


Indicando por S k a soma l k + 2 k + 3 k + ... + n k , resulta 


S(n) = b k+l 


Sk 

n k + 1 
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Para resolver o problema, basta determinar o limite de —ttt para n tendendo a +°c. E isto 

n k + 1 

se faz utilizando a identidade de Pascal, que estabelece urna relaqào entre as somas Sj, S 2 , 
que sera obtìda a seguir (vejap. 266 da referènciabibliogràfica 2 deste capitulo). 
Primeiro, vamos relembrar a fòrmula para o desenvolvimento do binòmio de Newton. 
Chamamos de binòmio de Newton a expressào (A + B) k . Observamos que, no tempo de 
Pascal, tal expressào nào era, ainda, conhecida corno binòmio de Newton; alias, na època 
em que Pascal estava pensando nesse assunto, Newton deveria estar com mais ou menos 12 
anos de idade. Temos 

(A + fi) 2 = A 2 + 2 AB + B 2 , 

(.A + fi) 3 - A 3 + 3A 2 fi + 3Afi 2 + fi 3 


e, de modo geral. 


( A+B) k =A k - 


* y -‘* + * y - v - 


r , .W-‘+b* 

KPJ {k-l) 


onde é o coeficiente binominal de ordem (k, p) e é dado por 

\PJ 


k\ 

p\{k-p)\ 


Observamos que II nada mais é do que o numero de combinagdes de k elementos toma- 

dos p a p. No final da se?ào, utilizando o principio de indugào finita, que foi praticamente 
estabelecido por Pascal (veja p. 265 da referència bibliogràfica 2 deste capitulo), provare- 
mos a fòrmula para o desenvolvimento do binòmio de Newton. 

Para obter a identidade de Pascal, vamos trocar k por HI, fazer fi = 1, substituir A 
sucessivamente por 1, 2, 3e, em seguida, somar membro a membro as igualdades 
obtidas. 


(1-M)* +1 = 1* + 

'*c*r' 

y 

+ . 


l + l i + : 

(2 + 1)* + 1 = 2 k + 1 

*(*;■; 

y 

+ .. 


)2 + l* + 

(ti + l/ + 1 = n k + 1 

q*; r 

)n* 

+ .. 

•q;qyq‘r; 

|n + l k + 


Somando membro a membro as igualdades acima e observando que (1 + 1)* + 1 
na primeira linhae 2 k+ \ (2 + 1)^ + * (ambos na segunda linha) e 3* + 1 na terceiralinha,..., 
((n — 1) + 1) + na penultima linha e n k + 1 na ultima linha podem ser cancelados, resulta 


+ (* t > + (* 2 'K> + - + (ì - u*+(* : ■)* + « 
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que é a identidade obtida por Pascal. 

Da identidade acima segue que, para k = 1, 


(n + l) 2 = 1 + + n 


e, portanto (lembrando que I j I = 2), 


Para k = 2, 


(n + l) 2 - (1 + n) (n + \)n n 2 + n 


(n + l) 3 = 1 + f S 2 + ì S { +n. 
v 1 / \ Z J 


E assim por diante. 

Logo, Si é um polinòmio de grau 2 na variàvel n. Observe que S j nada mais é do que a 
soma da progressào aritmètica 1,2,3Como é do grau 2, pela identidade acima, $2 
serà do grau 3 na variàvel n. Fica a seu cargo verificar que è um polinòmio de grau 4 na 
variàvel n e, de modo geral, S k é um polinòmio de grau k + 1 na variàvel n. Està observa- 

£ào sobre o grau de S k serà fundamental no càlculo do limite de -f- k y : para n tendendo a 

infinito, e è està observaqào que, para mim, toma lindo o mètodo de Pascal. Espero que 
voce concorde comigo! Vamos, entào, ao càlculo do limite mencionado acima. 

Primeiro, vamos dividir os dois membros da identidade de Pascal por n k + \ Temos 


(n + 1)* + 1 
„k +1 


, (k + ì 

l * 


k + \\ S k -1 
2 j M * + i 


+ +f * +1 
+ - + U-i 


(n + 1)* +1 r» + 1 ^l 


= 1 + - 


segue que 


(n + Ir 


n —> » n 


Como os graus de S k _ ], S k _ 2 * • • •, S 2 e Sj sào, respectivamente, k, k— 1,..., 3 e 2, e o grau 
de n k + 1 è k + 1, segue que o limite, para n tendendo para infinito, de 


Sk-l s k- 2 
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é zero. (Voce concorda?) Como 


1 


- k + l, resulta 


lim 
n -> » 



1 

* + r 


Conclusào: 


lim Sin) = lim b k+ 1 -j^y- = . 

n-»oo «->« n K 1 k + 1 


Observamos que S(n ) é urna aproximagào por excesso da àrea da regiào limitada pela 
curva y = x*, 0 x b, pelo eixo jc e pela reta x = b. Por outro lado, 



(veja Fig. 17.6) é urna aproximagào por falla da àrea em questào. Procedendo-se de forma 
anàloga, prova-se que 


hk +1 

lim sin) = __.. (Venfìque.) 

«->* * + 1 



Fig. 17.6 


Fica assim estabelecida, pelo mètodo de Pascal, a formula para o càlculo da àrea acima 
mencionada. 

A seguir, utilizando o principio de indugào finita, vamos provar a formula para o desen- 
volvimento do binomio de Newton. Antes porém vamos estabelecer tal principio. No que 
se segue, P(k) indicarà urna proposito (que pode ser falsa ou verdadeira) associada ao naturai k. 
Por exemplo, 
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k+ 1 =k 
1+2 + 3 + ...+£ = 


k(k +1) 


sao proposigòes associadas ao naturai k. Qual o menor nùmero possfvel de condigòes que 
devemos impor a P(k) para que P(k) seja verdadeira para todo naturai k 5* a (a naturai)? 
Evidentemente, a primeira condro a impor é que P(k) seja verdadeira para k = a. Supo- 
nhamos, além disso, que para todo k 2* a 


P(k) => P(k + 1). 


Sendo entào P(a ) verdadeira e corno 


Pia) => Pia + 1), 

resulta que P(a + 1) serà também verdadeira. 

P(a + 1) => Pia + 2) 

logo, P(a + 2) também serà verdadeira. Prosseguindo com este raciocmio, é razoàvel que 
se conclua que P{k) seja verdadeira para todo k^a. Quem nos garante que isto realmente 
acontece é o principio de indugào finita, cujo enunciado é o seguirne: 

Principio de indugào finita (PIF). Sejam a um nùmero naturai dado e P(k) urna pro¬ 
posito associada a cada naturai k,k** a. Suponhamos que 

(i) P(k) seja verdadeira para k = a; 

(ii) para todo naturai k 2* a 

P(k) => P(k + 1). 

Nestas condigòes, P(k) serà verdadeira para todo naturai k 2 * a. 

Para a prova da formula do desenvolvimento do binòmio de Newton, vamos precisar, 
ainda, da seguinte propriedade dos coeficientes binomiais 


u+ij-Ip+ij 

e cuja verifìcagào deixamos a seu cargo. Vamos entào à prova de que para todo naturai k, k 2 * 2, 
P(k) é verdadeira onde P(k) é a proposito 

(A + B) k = A 1 + A k ~ 1 B + A k ~ 1 B 2 + ... + A k ~ p Bf + ... + fi* 

Para k = 2 a formula é verdadeira, pois, 


(A + B) 2 = A 2 + 2 AB + B 2 = A 2 + (, A5 + B 2 . 
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Provemos entào que P(k) => P(k + 1 ). Para isto, basta multiplicar os dois membros de P(k) 
por A + B. Multiplicando o segundo por A e, em seguida, por B e utilizando a propriedade 


dos coeficientes binomiais acima (e lembrando que 1 = 


) resulta: 


*Ja* + 1 + (jjA*5 + ... + + ... + (JjAB* + 

+ fT|A*5 + + f * 1 V + 1 "W + ... + f * ,W +B k + Ì 


\A k B + ... 


k + 1 ÌA* + 1_ W + ... + { k + ^AB fe + B k + Ì 


cuja soma é exatamente o desenvolvimento do binòmio de Newton (A + B) . Portanto, 
para todo k s* 2, P(k) =* P(k + 1). Fica, assim, provada a fòrmula do desenvolvimento do 
binòmio de Newton para todo naturai k,k&* 2. 


17.3. Fermat e o Càlculo de Areas 


Veiamos corno Pierre de Fermat (1601-1665) obteve a fòrmula-para o càlculo da 

J k + 1 

àrea limitada pela curva y = x* 0 ss x ss b, pelo eixo x e pela reta x^b,k naturai. Fermat 
procedeu da seguirne forma: considerou um numero E, corno 0 < E < 1, e dividiu o inter- 
valo ]0, b\ em infinitos subintervalos da forma 

..., [bE 1 , bE i “ '], ..., [ bE 3 , bE 2 ], [bE 2 , bE\, [bE, b]. 

Observe que b, bE, bE 2 , bE 3 , .. bE 1 ~ l , bE 1 , .. . é urna progressào geomètrica de razào E 
e que E? tende a zero para i tendendo a infinito, pois 0 < E < 1. 



Fig. 17.7 
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b k + ] 

soma das àreas dos retàngulos /?. = - —^ - r ■ 

Observamos que a soma das àreas dos retàngulos é urna aproxima^ào por excesso da àrea 
da regiao em questuo e que quanto mais próximo de 1 estiver E melhor serà a aproximagào. 
Para E tendendo a 1 (em verdade, Fermat simplesmente substituiu E por 1 na soma acima), 

M + 1 

a soma acima tenderà a ——. Nada mudaria se em vez de considerarmos aproximagào 

por excesso consideràssemos aproxima^ào por falta. 

Voce gostou? Se gostou mesmo, verifique que o mètodo de Fermat continua vàlido mes- 
mo quando A: è um nùmero racional ! Mas se voce gostou muito mesmo, utilizando a pro¬ 
gressào geomètrica 1, E, E 2 , E 3 , com E > 1, e supondo k naturai, k s* 2, mostre que a 

àrea da regiào limitada pelo gràfico de y = ~ , jc s* 1, pelo eixo x e pela reta x = 1 é dada 

x K 

pela fòrmula —-— 
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Beni, por volta de 1670, Sir Isaac Newton (1642-1727) jà estava calculando a àrea soba 

curva y = ax^ n , para x de 0 a x, utilizando a primitiva z — —-— ^(m+nj/n da fun^ào. O 

m + n 

Teorema Fundamental do Càlculo estava nascendo, e o Càlculo Diferencial e Integrai, 
nas màos de Newton, se consolidando. (Veja referència bibliogràfica 2, abaixo, p. 290.) 
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Apèndice 



Propriedade do Supremo 


Al.l. Màximo, Minimo, Supremo e Ìnfimo 

DE UM CONJUNTO 

0 objetivo desta se?ào é introduzir os conceitos de que necessitarono s para enunciar a 
propriedade do supremo. Como veremos, é està propriedade que diferencia U de Q; é, ain¬ 
da, està propriedade que toma o sistema dos numeros reais urna còpia perfeita da reta. 0 
enunciado de tal propriedade serà objeto da próxima se 9 ào. 

Seja A um conjunto de numeros reais. O maior elemento de A , quando existe, denomina- 
se màximo de A e indica-se por màx A. O menor elemento de A, quando existe, denomina- 
se minimo de A e indica-se por min A. 

Dizemos que um nùmero m é urna cota superior de A se m for màximo de A ou se m for 
estritamente maior que todo nùmero de A. Diremos que m é urna cota inferior de A se m for 
minimo de A ou se m for estritamente menor que todo nùmero de A. 

EXEMPLO 1. Seja A = {1, 2, 3). Temos: 

a) 1 é o minimo de A, 1 = min A; 3 é o màximo de A, 3 = màx A. 

b) 3, ^ , 100 sào cotas superiores de A. 

c) 1, 0, — — sào cotas inferiores de A. ■ 

2 

EXEMPLO 2. Seja A = {x E IR I 1 * < 2}. Temos: 


a) 1 = min A. 

b) Para todo t < 


t + 2 . t + 2 , 

——— tambem pertence a A e t < —-— (ventique). 


Assim, para todo /emA, existe um outro nùmero em A que é estritamente maior que t; 
logo, A nào admite màximo. 
c) Todo nùmero m ^ 1 é urna cota inferior de A. 


» 



506 Um Curso de Càlculo — Voi. 1 


d) Todo nùmero m 5= 2 é urna cota superior de A. m 

Um conjunto A pode nào admitir màximo; entretanto, poderà admitir urna menor cota 
superior. Por exemplo, o conjunto 

A={jcEIRI1=S;c<2} 

nào admite màximo, mas admite urna menor cota superior que é 2. 

A menor cota superior de um conjunto A, quando existe, denomina-se supremo de A e 
indica-se por sup A. 

É darò que se A admitir màximo m, entào, m sera, também, o supremo de A. Entretanto, 
A poderà nào admitir màximo, mas admitir supremo; por exemplo, o conjunto A acima nào 
admite màximo, mas admite supremo 2:2 = sup A. 

A maior cota inferior de um conjunto A, quando existe, denomina-se infimo de A e indi¬ 
ca-se por infA. 

Se A admitir urna cota superior, entào diremos que A é limitado superiormente. 

Se A admitir urna cota inferior, diremos que A é limitado inferiormente. 


Exercicios Al.l 


\. Determine, caso existam, o màximo, minimo, supremo e infimo. 


a) A = {xG U I —3 *5*^4} 


b) A = (xG R\ —3 <jc<4} 


c)A = {jcG R \x< 5} 


d) A = {x&Rlx>2} 


e) A = < x G 


y)A = {jrGRII3x-ll>l) 


g)A= {—3, —1, 0,2, 1} 


h) A = { -InGN 

» + 1 


2. Assinale os conjuntos do Exercicio 1 que sào limitados superiormente. 


3. A = < ——— I jc e IR > é limitado superiormente? Por què? 


A1.2. Propriedade do Supremo 


Admitiremos a seguinte importante propriedade dos nùmeros reais. 
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Propriedade do supremo, Todo conjunto de nùmeros reais, nào-vazio e limitado su¬ 
periormente, admite supremo. 

Pelo fato de U satisfazer a propriedade do supremo, diremos que IR é um corpo ordenado 
completo. Os teoremas centrais do càlculo dependem desta propriedade de IR. 

Urna consequència importante da propriedade do supremo é a propriedade de Arquime- 
des. 

Propriedade de Arquimedes. Se jc > 0 e y sào dois reais quaisquer, entào existe pelo 
menos um numero naturai n tal que 

nx > y. 

Demonstragào 

Suponhamos, por absurdo, que para todo naturai n, nx *£ y; consideremos entào o con¬ 
junto 

A = {nx\n G N}. 

A é nào-vazio (1 • x = x E A) e limitado superiormente por y, logo admite supremo. Seja 
5 o supremo de A. Como jc > 0, s - x < s; assim s - x nào é cota superior de A (por què?); 
logo existe um naturai m tal que 

s — x< mx 


e dai 


s < (m + 1) x 

que é urna contradÌ 9 ào, pois s é o supremo de A e (m + 1 ) x £ A. Deste modo, supor nx =£ y 
para todo naturai n leva-nos a urna contradi^ào, logo, nx > y para algum naturai n. m 

0 próximo exemplo exibe-nos duas conseqùèncias importantes da propriedade de Ar¬ 
quimedes. 

EXEMPLO 

a) Para todo jc > 0, existe pelo menos um naturai n tal que — < x. 

n 

b ) Para todo reai x existe pelo menos um naturai n tal que n > x. 

Soluqào 

a) Como jc > 0, por Arquimedes, existe um naturai n tal que nx > 1 e 
(Observe: nx > 1 => n ± 0). 

b) Como 1 > 0, por Arquimedes, existe um naturai n tal que n > x. 


, portanto, — < jc. 
n 
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A propriedade que apresentaremos na próxima sesào é urna outra consequència impor¬ 
tante da propriedade do supremo e sera utilizada vàrias vezes no texto. 

Exercicio Al .2 — 

Prove que se A for nào-vazio e limitado inferiormente, entào A admite infimo. 


A 1.3. DEMONSTRAgÀO DA PROPRIEDADE DOS 
INTERVALOS ENCAIXANTES 

Seja [a 0 , b 0 ], [flj, b | ], [a 2 , b 2 ], [a n , b n \, ... urna sequència de intervalos satisfazen- 

do as condìgòes: 

(i) [aQ,b 0 ] D [a^b^ D [a 2 ,b 2 ] D ... D [a„, b„]D ... 

(ou seja, cada intervalo da sequència contém o seguirne); 

(ii) para todo r > 0, existe um naturai n tal que 


(ou seja, à medi da que n cresce, o comprimente do intervalo [a n , b n \ vai tendendo a zero). 

Nestas condi^oes, existe um ùnico reai a que pertence a todos os intervalos da sequèn¬ 
cia, isto é, existe um unico reai a tal que, para todo naturai n, a n a b n . 


a 




Logo, a = P (por què?). 
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A1.4. Limite de FuNgÀo Crescente (ou Decrescente) 

Sejam/uma fungào e A um subconjunto do dominio de/. Dizemos que fé lìmitada su¬ 
periormente em A se existir um nùmero reai M tal que, para todo x G A, f(x) *£ M. 

Por outro lado, dizemos que fé limitada inferiormente em A se existir um nùmero reai m 
tal que, para todo x£A, f(x) 3= m. 



Demonstraqào 

a) O conjunto {/(x) I x E ] a, b [ } é nào-vazio e limitado superiormente, logo, admite 
um supremo L. Dado, entào e > 0, existe um x x G]a,b[, tal que, L — e </(x 1 ) =£ L. Dai, 
para todo x em ]xj, b [, tem-se 

L - e </(*,) «/(*) ^ L < L + e 

ou seja, 

L - € <f(x) < L + e. 

Logo, 

lim f (x) — L 

x —) b~ 

b) Como/nào é limitada superiormente, para todo M > 0 dado, existe Xj G ]a, b[, tal 
que/Otj) > M. Pelo fato de/ser crescente, tem-se, para todo x G ]xj, b[, 

f(x) > M 

ou seja. 
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ìtr- 


Conforme as palavras seguintes de Richard Dedekind (1813-1916) em seu livro Essays fH? 
on thè theory ofnumbers, a razào que o levou à definito de nùmero reai (veja Apèndice 6) 
foi exatamente o teorema anterior. J9 

“Minha atengào voltou-se primeiramente para as consideragòes que constituem o assun- WSL 
to deste folheto no outono de 1858. Como professor na Escola Politècnica em Zurique, vi- W&k 
me pela primeira vez obrigado a dar aulas sobre os elementos do calculo diferencial e senti 111 

mais agudamente do que nunca afalta de umfundamento realmente cìentifico para a arit- m 

mética. Ao discutir a nogào de limite e especialmente ao provar o teorema segundo o qual |j| 
toda magnitude que cresce continuamente, mas nào além de todos os lìmites, deve certa - 
mente se aproximar de um valor finito, tive que recorrer a evidèncias geométricas. Mesmo 
agora, esse recurso à intuigao geomètrica numa primeira apresentagào do calculo diferenci¬ 
al, eu o vejo corno extremamente util, do ponto de vista didàtico, e até mesmo indispensàvel H 

se nào se quer perder muito tempo. Mas ninguém pode negar que essa forma de introdugào 
ao calculo diferencial nào pode se pretender cientifica. Para mim, esse sentimento de insa- 
tisfa 9 ào foi tào esmagador que mantive a firme inten 9 ào de continuar refletindo sobre a 
questào até encontrar um fundamento puramente aritmètico e perfeitamente rigoroso para 
os princfpios da anàlise infinitesimal.” (Dover Publications, Ine., Nova York.) 


Apèndice 

2 

Demons TRA CÒES DOS 

Teoremas do Cap. 5 


A2.1. Demonstracào do Teorema do Anulamento 


Teorema {do anulamento). Se/for continua em [a, b] e se f(a) ef(b ) tiverem 
sinais contràrios, entào existirà pelo menos um c em [a, b ] tal que/(c) — 0. 


Demonstragào 

Para fixar o raciocmio, suponhamos/(o) < 0 ef(b) > 0. Fagamos a = a Q e b = b$, seja 
Co o ponto mèdio do segmento [a 0 , b Q ], Temos 


/(c 0 ) < 0 ou/(c 0 ) ^ 0. 



co 


b 

% 


Suponhamos/(c 0 ) < 0 e fagamos c 0 — a ì eb 0 - b^. Temos f(a{) < 0 e f(b{) > 0. Seja 
C] o ponto mèdio do segmento [«j, b{\. Temos 


/(c 1 )<0ou/(c 1 )^0. 


(co M 

—I-1-1— 

l a l c\ i>\ ) 


Suponhamos/(cj) > Oe fagamos «j — e ci = b 2 . Assim,/(a 2 ) < 0 e/(& 2 ) ** 0. 
Prosseguindo com este raciocmio, construiremos urna sequència de intervalos 

[a 0 , b 0 } D [a h bi ] D [o 2 , b 2 \ D ■ ■ O [a n , b„\ D * * • 

que satisfaz as condigòes da propriedade dos intervalos encaixantes e tal que, para todo n. 



f ( a n) < 0 e/ (b n ) 5= 0. 
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Seja c o ùnico reai tal que, para todo n. 


As sequèncias de termos gerais a n e b n convergem para c (verifique). Segue, entào, da 
continuidade de/, que 


lim f{a n ) = f{c)e lim f{b n ) = f{c). 
«-»+“ n->+oc 


Segue de © e de © que 


e, portanto,/(c) = 0. 


/(c) ss 0 e/(c) 5* 0 



A2.2. Demonstracào do Teorema do 
Valor Intermediàrio 


Teorema {do valor intermediàrio). Se for continua no intervalo fechado [a, b] e se 
y for um reai compreendido entre f {a) ef{b), entào existirà pelo menos um c em 
[a, b] tal que/(c) = y. 


Demonstraqào 

Para fixar o raciocinio, suponhamos f {a) < y < f{b). Consideremos a fungào 
8 (*) = /(*) ~ y, x em [a, b ]. 



Como fé continua em [a, b],g também o é; temos, ainda 

g (a) =f(a) - y< Oeg {b) = f{b) - y > 0. 

Pelo teorema do anulamento, existe c em [a, b] tal que g (c) = 0, ou seja,/(c) = y. ■ 

A2.3. Teorema da Limitalo 

Para a demonstra 5 ào do teorema de Weierstrass, necessitaremos do teorema da limita- 
9 ào, cujos enunciado e demonstra§ào serào objeto desta segào. 

Dizemos que fé limitada em A C Df se existir M > 0 tal que, para todo x em A 

\f(x) I M. 

Da defini^ào acima, segue que, se / nào for limitada em B C Dp para todo naturai n, 
existe x n E B, com \f(x n ) I > n. 
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Teorema {da limitando). Se/for continua no intervalo fechado [a, b ], entào/serà 
limitada em [a, b\. 


Demonstraqào 

Suponhamos, por absurdo, que/ nào seja limitada em [a, b]. Fagamos a = a x e b = b x ; 
existe, entào, x x em [a { , b x ] tal que l/(q) I > 1. Seja q o ponto mèdio de [a x , b^fmo sera 
limitada em um dos intervalos [«j,q]ou[ci,£>]]; suponhamos que nào seja limitada em 
[q, bi ] e fa 9 amos a 2 = q e b 2 - b { . Nào sendo/limitada em [a 2 , b 2 ], existirà x 2 E [a 2 , b 2 ] 
tal que I / (xf) I > 2. Prosseguindo com este raciocmio, construiremos urna sequència de 
intervalos 

[fl], èj] D [a 2 , b 2 ] D [a 3 , £3] D * * • D [a n , b n ]D • • • 

satisfazendo as condÌ 9 Òes da propriedade dos intervalos encaixantes e tal que, para todo 
naturai n > 0, existe x n E [a n , b n ] com 

© l/C*„)l>n. 

Segue de © que lim 1/(x„) ! = +oo. $ e ja, agora, c o ùnico reai tal que, para todo n > 0, 

n —> +=o 

cG[a n , b n ). 

Como a seqiiència x n converge para c (verifique) e fé continua em c, resulta que 
lim \f{x n ) i = I f(c) t que està em contrad^ào com lim \f{x n ) I = +». Fica provado 

que a supos^ào de/nào ser limitada em [a, b ] nos leva a urna contrad^ào. Portanto,/é 
limitada em [a, b]. ■ 

A2.4. Demonstracào do Teorema de Weierstrass 


Teorema {de Weierstrass). Se/for continua em [a, b], entào existirào q e x 2 em 
[a, b ] tais que/(q) =£/(*) ^f{x 2 ) para todo x: em [a, b]. 

Demonstraqào 

Sendo/continua em [a, 6],/sera limitada em [a, b ], dai o conjunto 
A = {f{x) I x E [a, £]} 
admitirà supremo e infimo. Sejam 

M = sup {/(x)IjcE [a, b]) 
e 


m = inf {f{x) I x E [a, b]}. 
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Assim, para todo x em [a, b]> m *£ f(x) ^ M. 

Provaremos, a seguir, que M = /(x 2 ) para algum x 2 em [a, b]. Se tivéssemos f(x) < \f 
para todo * em [a, b], a fun^ào 

g (*) =-!-, x E [a, b] (veja observa?ào abaixo) 

M - f(x) 

seria continua em [a, b], mas nào limitada em [a, b], que é urna contradàjào (se g fosse ^ 
limitada em [a, b ], entào existiria um (5 > 0 tal que para todo jc em [a, b] ili 


0<- <(3 

M - f(x ) 


e, portanto, para todo x em [a, b ], 


/ (x) < M - - 


e assim M nào seria supremo de A). 

Segue que/(.x) < M para todo.r em [ a, b ] nào pode ocorrer, logo devemos terM = f(x 2 ) 
para algum x 2 em [a, b], Com raciocinio anàlogo, prova-se que/O^) = m para algum jq, 
em [a, b], ■ 


Observagào. A idéia que nos levou a construir tal fungào g foi a seguirne: sendo M o supre¬ 
mo dosf(x), por menor que seja r > 0, existirà x tal que M — r <f(x) < M; assim, a dife- 
ren 9 a M - f(x) poderà se tornar tào pequena quanto se queira e, portanto, g (x) poderà se 
tornar tào grande quanto se queira. 



Apèndice 



Demonstra^óes do Teorema 
da Seqào 6.1 E DA 
Propriedade (7) DA Se^ào 2.2 
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Demonstragào 

Inicialmente, tomemos um t > x, t racional; assim, para todo racional r < x, a r < a\ 
pois, estamos supondo a > 1. Temos 

$ r r / s — r i\ 
a - a = a (a — 1 ). 

Pelo lema 1, existe um naturai n tal que 

/ 

an -\<a~ t e 
ou 

( I > 

a 1 a n — 1 < e. 

v J 


Escolhamos, agora, racionais r e s, r < x < s, tais que s - r < —. Para estes racionais 



Demomtraqào 

Primeiro vamos provar que existe tal y. O conjunto {a r I r racional, r<x}é nào-vazio e 
limitado superiormente por todo a s , s racional qs> x; tal conjunto admite, entào, supremo 
que indicaremos por y. Segue que 

a ^ y^a 

para todo racional r < x e todo racional s > x. 

Fica a seu cargo verificar que em realidade temos 

a < y < a 

quaisquerque sejamosracionais rei,com r <x < s. 
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Vamos, agora, provar que tal y é unico. Se y x for tal que a < yj < a, quaisquer que 
sejam os racionais r e s, com r <x< s, teremos 

I y — yj I < a s — a ' 

para todo racional r < x e todo racional s> x. Segue, entào, do lema 2 que 

I y - 7l I < e 

para todo e > 0, logo y = y^ ■ 

Com relagao ao lema anterior, observe que, se x for racional, entào y = </. O ùnico y (a 
que se refere o lema anterior) sera indicado por/(x). Fica construida, assim, urna fun^ào/, 
definida em U, e tal que/(r) = a r para todo racional r. Antes de provar a continuidade de/, 
provaremos que/é estritamente crescente. De fato, se jq < x 2 (x^ e reais quaisquer), teremos 

a r i < f(x i) < e a r 2 < f(x 2 ) < a *2 

quaisquer que sejam os racionais fj, sj, r 2 e s 2 tais que < X\ < Sj e r 2 < ^ 2 < s 2 . Sendo 
s um racional, xj < s < x 2 , teremos 

f(x j) < a </(x 2 ) 

o que prova que fé estritamente crescente. 

Vamos provar, agora, a continuidade de/. Seja p um reai qualquer. Pelo lema 2, dado 
e > 0, existem racionais rei, com r < p < s, tais que 

a - a r < e. 

Para todo x E ]r, s[, teremos 

!/(*) ~fip) \<a s - a r <€ 

o que prova a continuidade de/em p. Como p foi tornado de modo arbitràrio, segue que/é 

continua em IR. Se 0 < a < 1, a fungào / (x) = j é continua em IR e coincide com a r 

nos racionais. Completamos, assim, a demonstragào do teorema da Se 9 ào 6.1. 

Vamos provar, agora, a propriedade (1) da Se 9 ào 6.1. Sejam r n e s n duas seqiièncias de 
numeros racionais que convergem, respectivamente, para x e y; segue que r n + s n converge 
para x + y. Da continuidade da funqàof(x) = a x , segue 

lim a Tn = a x e lim a Sn = a y 
n —>+» n —» +«c 

dai 

a x a y = lim a r »a s » = lim a r ” + = a x + ' v . 

n —>+=<= n —> + 30 

(Observe que a Tn a Sn = a r " + Sn , pois r n e s n sào racionais.) 

As detnonstra 9 òes das demais propriedades ficam a seu cargo. 




518 Um Curso de Cdlculo — Voi 1 


A3.2. DEMONSTRAgÀO da Propriedade (7) DA Se^ào 2.2 



Demonstragào 

Suponhamos, por absurdo, que nao exista um tal numero a. Como cos 0 = 1 e cos x é 
urna fun?ào continua, segue do teorema do valor intermediàrio que cos x > 0 para todo x ^ 0; 
corno sen' = cos, terfamos que a fungào sen x seria estritamente crescente em [0, +oo[ e 
corno sen 0 = 0, terfamos sen x > 0 em ]0, +<*[. De cos' = - sen, seguiria, entào, que cos x 
seria estritamente decrescente em [0, +o°[. Como cos x ^ 0 e sen x =£ 1 em [0, +»[, 
existiriam, entào, reais ae)3, com a E ]0, 1] e /3 G [0, 1[, tais que 

lim sen x = a e lim cos x = j8. 

* —» +ac ■*-»+<* 

Terfamos, também, 

lim sen 2x = a e lim cos 2x = (3. 

jt + so jr->+3c 

Como sen 2x = 2 sen x cos x e cos 2x = 2 cos 2 x - 1, passando ao limite, para x +°° 

resulta 

a— 2 a fi e /3 = 2 /3 2 — 1 

que admite corno ùnica solu^ào o par (a, /3) onde a = 0 e (3 = 1, que contradiz a condilo 
a G ]0, 1] e /3 G [0, 1 [. Tal contradi^ào é conseqiiencia de termos admitido a nào-existència 
de um a > 0, com cos a = 0. Fica provado assim que existe a > 0 com cos a = 0. ■ 

Propriedade (7). Existe um menor nùmero a > 0 tal que cos a — 0. 

Demonstragào 

O conjunto A = {x > 0 I cos x = 0} é nào-vazio e limitado inferiormente; logo, admite 
infimo a. Provemos que a£A.Se cos a ^ 0, pela conservalo do sinai, existe r > 0 tal que 
cos x ^ 0 para a < x < a + r, que contradiz o fato de a ser o infimo de A. Segue que a é o 
minimo de A, ou seja, oéo menor reai > 0 tal que cos a = 0. ■ 


| 



Apèndice 



Funcòes Integràveis 
Segundo Riemann 


A4.1. Uma Condilo Necessaria para Integrabilidade 

Vamos provar que uma condigào necessària , mas nào sufìciente, para/ser integràvel, 
segundo Riemann, em [a, b] é que /seja limitada em [a, b]. Lembramos que dizer que/é 
limitada em [a, b] significa que existe M > 0 tal que, para todo x em [a, b], l/(x) I =£ M. 


I 


Demonstragào 

Como/é integràvel em \a, b], tomando-se e = 1 existe uma partÌ 9 ào P de [a, b] tal que 
£ / (cj) Ax,- — L <1 {L=\ b f{x)dx) 

i= 1 J a 

qualquer que seja a escolha de c i em [ x i _ j, x ( - ], i = 1,2Sejam Xj _ i e x ; - dois pontos 
consecutivos da partilo P\ vamos provar que fé limitada em [xj _ j, x ; ]. Seguirà dai que / 
serà limitada em [a, b\ (por què?). Temos 



£ / (Ci) Axi-L <1 


f(Cj ) àXj + 

f \ 

I f(ci) Ax t - L 

l = 1 




1 
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Segue que (lembre: I X + Y I 3= I X I 


i / te ) A *.-1 - 


i X f(ci)Axi — L! < 1 

f = 1 


\f(Cj) Axy I < 1 + I x / (c,-) Axj - LI. 

j j | = i 

i±j 


Fixemos c t -, i # j, em [x,- _ t , xj; corno © se verifica para todo Cy em [xy _ 1? Xy], resulta 
que fé limitada em [xy _ j, xy], j = 1, 2,. n; logo fé limitada em [a, b]. u 

EXEMPLO 1 (de fungào limitada e nào integràvel)- A fun^ao 


/(*) = 


0 se x £ < 


nào é integràvel em [0, 1]. 
Solugào 

Para toda parti?ào P de [0, 1] 


Y f ( \ a „ fi se ci for racional (ì = 1, 2,..., n ) 
/ = 1 ^^ _ [0 se ci for irracional (i = 1, 2,n) 


logo lim X /(c,) Ax ( - nào existe (por què?) e, portanto,/nào é integràvel em [0, 1 ]. 

max Ax; —> 0 j = i 

■ 

EXEMPLO 2. A fun?ao 


fi se x = 0 

fW = |l S e 0 < x « 1 

nào é integràvel, segundo Riemann, em [0, 1], pois,/nào é limitada neste intervalo. ■ 

A4.2. Somas Superior e Inferior de FuNgÀo Continua 

Sejam/uma fun?ào continua em [a, b] e 

P : a — x 0 < xj < x 2 < ... < x,•_ ] < x,■< ... < x„ = b urna partilo de [a, b\. Como fé 
contìnua, /assume em [x^ _ 1 , x,-] (i = 1,2,...,«) valor màximo M t e valor mìnimo m,-. As somas 


5 (/, P) = X Mi Axj 
/ = ! 
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e 

5 (/, P) = X m,- Ax,- 

i = i 

denominam-se, respectivamente, soma superior e soma inferior de/, relativa à partÌ 9 ào P. 
Como M h segue que, para toda partilo P de [a, b], 

0 S (/, P) ^ S (/, P ). 

Sejam P e P' duas parti 9 òes de [a, b]\ dizemos que P' é um refmamento de P se P’ D P. 
O próximo teorema conta-nos que quando se refina urna partÌ 9 ào, a soma superior decresce 
e a inferior cresce. 

Teorema. Seja/contìnua em [a, b ] e sejam PeP' duas part^òes quaisquer de [a, b], 
com PCP'. Entào, 

a) 5 (/, P)^S (/, P f ). b ) S (/, P) 3= S (/, PO. 

Demonstragào 

a) Suponhamos que P ' tenha um ponto a mais que P, isto é, P ' = P U xi, com 
xi G fxy_ , , xj] . Assim, 

P : a = x 0 < Xj < ... < Xj _ j < xj < ... < x n = è 
e 

P ' : fl = x 0 < X! < ... < Xj _ J < Xj < Xy < ...< X„ = &. 

Sejam my e mj 2 os valores mìnimos de/em [xy _ 3q] e [xj, Xy], respectivamente. 

Observe que 

© mj*£ mj 2 

onde mjéo valor mìnimo de/em [xy _ lt xj\. 

Temos 

n 

S ( f, P) = X m,- Axf + m • Ax- 
“ ! = 1 
i*j 

n 

S (/, PO = ,X 1 mi Ax ; - + m^fx! - Xy _ j) + my 2 (x ; - - xi). 
i±j 

Segue de (© 

my ( X! - Xj _ }) + (Xy - Xi) > my (Xi - Xy _ t ) + my (xy - ij) 


e 
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ou seja, 

mj Y (xi - xj _ j) + mj 2 (xj ~ Ji )^mj A xj. 

Portanto, 

S (/, P) S (/, P’). (Interprete geometricamente.) 

Deixamos para o aluno demonstrar, por induco finita, que se P' tem n pontos a mais 
que P, entào 

S (/, P) ^ S (/, P'). 

b) Fica a cargo do aluno. ■ 

Corolàrio. Quaisquer que sejam as partiles P x e P 2 de [a, b], S(f,P\)^S (/, P 2 ). 
(Isto é, toda soma inferior é menor ou igual a toda soma superior.) 

Demonstraqào 

Seja P — P x U P 2> assim P é um refinamento de P x , bem corno de P 2 . Por © 

S (/, P)^S (/, P) 

e, pelo teorema, 

S(f,Pi)^S(f,P)eS (/, P)^S (/, /*>). 

Assim, 

s if, PO^s (/, P) ^ s (/, P) ^ s (/, Pz) 

ou seja, 

S(f,f\)^S(f,P 2 ). . 

Seja/continua em [a, b). Pelo corolàrio acima, toda soma inferior S (/, P) é cota infe¬ 
rior do conjunto 

A = { S (/, P) I P partilo de [a, b] J. 

Segue que tal conjunto admite infimo. Seja L o infimo de A. Como toda soma inferior é 
cota inferior de A resulta, para toda partilo P de [a, b]. 


S(f,P)^L^S (/, P ). 
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Por outro lado, para toda partilo P de [a, b ] e qualquer que seja a escolha de c, em 


© S (/, P) ^ X / (cì) A Xf^S (/, P). 

i = 1 

De (3) e © resulta 

® I £ f(Ci)^Xi-L)^S(f,P)-S(f,P) 

i = 1 

para toda partilo P de [a, b\ e qualquer que seja a escolha de q em [x i _ j, *,]. 

Provaremos, na próxima seqào que, se/for continua em [a, b], dado e > 0, existirà 
5 > 0 tal que 

S (/, P)~S (/, P) < e 

para toda partiqào P de [a, b ], com max Ax, < 5. 

Seguirà, entào, de (5) que toda funqào continua em [a, b ] é integrdvel em [a, b], 

A4.3. Integrabilidade das Fun^òes Continuas 

Antes de passarmos à demonstraqào do próximo lema, observamos que, se/for continua 
em p, dado e > 0, existirà 8 > 0 tal que, para todo .s e t no dominio de/, 

5, t e ] p - 5, p + 8 [ => 1/00 - f(t) I < e. 

De fato, sendo / continua em p, dado e > 0 existirà 8 > 0 tal que, para todo 

© x e ]p - à,p + s [ => \f(x) -f(p) i < ~ 

De © e de 

1/(5)-/co I = 1/(5) -f(p) +f(p ) -/(ri I « 1/(5) -/Ori I + I/Ori -/(ri I 

segue que quaisquer que sejam s,t £ Df 

s, t E]p - 8 y p + 8[=ì I/(/) - /(ri I < e. 

Lema. Seja/continua em [a, b], Entào, dado e > 0, existe urna partiqào 
P : a = x Q < *j < x 2 < ... < x„ = b de [a, b] tal que 

Mi - m ( < € (i - 1, 2, ..., n ) 


onde e mi sào, respectivamente, os valores màximos e minimos de/em [x f _ ls x,]. 
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Demonstraqào 

Suponhamos, por absurdo, que, para um dado e > 0, nào exista parti?ào P de [a, b ] para 
a qual se tenha - nij < e para i = 1,2,..., n. Fa?amos, entào, a = a^,b = b x e seja Cj 
o ponto mèdio de [c/j, &,]; segue que [a l5 q] ou [q, b{\ nào admitirà partigào que satisfarà 
a condÌ 9 ào M i - < e em todo subintervalo da partigào. Seja [a 2 , b 2 ] aquele dos dois 

intervalos acima que nào admite partigào satisfazendo a condigào citada. Seja c 2 o ponto 
mèdio de [a 2 , b 2 ]\ [a 2 , c 2 ] ou [c 2 , b 2 \ nào admitirà partigào satisfazendo a condigào citada; 
seja [a 3 , b 3 ] aquele dos dois intervalos acima que nào admite tal partilo. Prosseguindo com 
este raciocinio, construiremos urna seqiiència de intervalos 

[a h b{\ D [ a 2 , b 2 ] D ... D [a k , b k ]D ... 

satisfazendo a propriedade dos intervalos encaixantes e tal que para todo naturai k ^ 1, 
[a k , b k ] nào admitirà partigào satisfazendo a condigào M { — m i < e em todo subintervalo de 
tal partilo. Seja p o ùnico reai de [a, b ] tal que para todo k 3* 1, p e [a k , b k \. Como fé 
continua em p, para o e > 0 acima existe 8 > 0 tal que quaisquer que sejam s, t em [a, b] 

s,te]p- 8, p + 8[=>\f(s ) ~f(t) I < €. 

Por outro lado, existe k tal que 

[a k , b k ]C]p - 8, p + 8[ 

e, assim, para toda partilo de [a k , b k \, terfamos 

M t - m i < e 

em todo subintervalo de tal partigào, que è urna contradigào. Fica provado, deste modo, que, 
para todo e > 0, existe urna partÌ 9 ào P de [a, b] tal que 

M- t ~ mj < € 

em todo subintervalo [x ( - _ |, jc ( ] determinado por tal partÌ 9 ào. ■ 


Teorema. Se/for continua em [a, b], dado e > 0, existirà S > 0, tal que quaisquer 
que sejam s,tG [a, b\ 

Lv — 11 < 8 => I f(s) — f(t ) I < e. 

Demonstraqào 

Pelo lema, dado e > 0, existe urna partÌ 9 ào P de [a, b] tal que 


em todo subintervalo [x, _ j, jcJ determinado pela part^ào. Seja 5 o menor dos numeros 
Aq, Ax 2 , ..., Ax n , onde Ax ( - — x ( - — _j. 
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Sejam set dois reais quaisquer em [a, b ], com \s — t\ < 8. Dois casos podem ocorrer: s 
e t pertencem a um mesmo intervalo [jtj _ ,, jcJ ou 5 ou t pertencem, respectivamente, a in¬ 
tervalos consecutivos [ Xj _ b Xj ] e [ x y x j+l ].No l.° caso teremos I/O) ~f(t)\< - < e. 
No 2.° caso, teremos 

l/(s) -/«) I « l/(s) -/( Xj) I + -f(t) I < | + | = e. 

Fica provado, assim, que quaisquer que sejam s e t em [a, b ] 

\s-t\<8=>\f(s)-f(t)\<e. m 

Teorema. (Integrabilidade das funqdes continuas). Se/for continua em [a, b\, entào 
/ serà integràvel em [a, b], 

Demonstraqào 

Segue do teorema anterior que, para todo e > 0, existe 8 > 0, tal que quaisquer que se¬ 
jam t em [a, b ] 

u-rl<8=» !/(*)-/(/) l< -p — 

b — a 

Assim, para toda partigào P de [a, b], com màx Ax, < 8, teremos 

S (/, P) ~ S (/, P)= X (Mi - mi) Axì < X —'— Ax, = e 
, = l , = i b — a 

e, portanto, 

IX f(c\) Axj — L\^S (f, P) — S (/, P)<e 
i= 1 

(Veja (5) de A4.2.) 

rb 

ou seja,/é integràvel em [a, b], com integrai f (x)dx = L, onde Léo infimo das somas 

«a 

superiores de/em \a, b\. ■ 

A4.4. Integrabilidade de FunqÀo Limitada com 
Numero Finito de Descontinuidades 

Lema. Se F for crescente em [a, b[ e se existir M tal que, para todo x em [a, b[,F(x) *£ M. 
entào existirà um reai L tal que 

lim F (x) - L. 

X —¥ b~ 
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Demonstragào 

O conjunto {F (x) I x G [a, b [} é nào-vazio e limitado superiormente por M, logo admite 
supremo L. Dado e > 0, existe x 0 em [«. b[ tal que 

L - e < F (x 0 ) « L 

e, portanto, pelo fato de F ser crescente 


x 0 <x<b=>L - e< F (x) «5 L 


logo, lim F(x) = L. 

x —) b 


Teorema . Se/for limitada em [a, b ] e continua em [a, b[, entào/serà integràvel 
em [a, b]. 


Demonstragào 

Vamos supor, inicialmente,/(x) 2* 0 em \a, b\. Como/é continua em [a, b[, para todo t 

em [a, b[, f f (x) dx existe. Seja 

Ja 


f / (x) dx, a 
Ja 


t < b. 


Como/(x) 5* 0 em [a, b\ e limitada neste intervalo, resulta que F é crescente e limitada 
em [a, b[\ pelo lema, existe L tal que 


lim f(x)dx = L. 
t —» b Ja 


Vamos provar que/é integràvel em [a, b} e que f f (x) dx = L. Como fé limitada, 

existe M > 0 tal que para todo x em [a, b], 0 /(x) M. Tendo em vista ©, dado e > 0, 

existe b l ,a<b ì < b, tal que 


r^i 

J /(■ 

Ja 


x) dx - L < - 


Podemos escolher b 1 de modo que M (b - b,) < —. Por outro lado, existe 8 > 0 

^ 4 


(que pode ser tornado de modo 2 M8 < -J tal que, para toda part^ào P 1 de [a, fej, com 
max Ax, < 8, 


, f (c,-) Ax,- - f ' /(x) dx < 4- 
Ja 4 
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Temos, também, para toda partilo P 2 de [è], b], 

IX / (c; ) Ax, I < 4 (por què?). 
fi 4 

Seja, agora, urna partilo P qualquer de [a, b ], com max Ax, < 5, e suponhamos que 
h £ [xj-^xj] 



temos 

I X /(c f ) Ax, — L I = I X f(c é ) Axj + /(c.) A X: + X /(c,) Ax, - L I = 

i = l i = 1 i=7 +1 

= 1 X fi (c t ) Ax,- + /( Cj ) (fc] - X; _ ]) - f(x)dx + f 'f(x)dx - L + 
i = 1 1 Ja Ja 

+ X f(Ci) Ax,. +f(Cj ) iXj - b x ) +f(Cj) A Xj - f(cj x ) (b\ - Xj _j)- 

i “ j + 1 

- /( CjL ) (x- - èj) I ^ I X /(Cj) Ax,- + /( c,- ) (b ! - Xj _ j) - f fcl / (x) dx l + 
i = 1 

+ 1 f* 1 / (x) dx - L I + I X /(c,-) Ax,- + /(c,- 2 ) (x- - b x )I + l/(c,-) (x y - xy _ !> - 

Ja i = 7 + 1 

> (*i - - i> “*i> l< f + f + f + f = é - 

Portanto,/é integràvel em [a, 6] e 

[ f (x) dx = L. 

Ja 

Deste modo, o teorema fica provado no caso/(x) ^ 0 em [ a , b]. Se/nào verifica està 
condilo, pelo fato de/ser limitada em [a, b], existirà a > 0 tal que/(x) + a s* 0 em 
[a, b]. Pelo que vimos acima,/(x) + a serà entào integràvel em [a, b]. Para todo x em 
[a, b ] 

/(x) = [/(x) + a ] - a 

logo,/é integràvel em [a, b], por ser soma de duas integràveis em [a, b]. m 


Observagào. Do mesmo modo, prova-se que, se/for limitada em [a, b ] e continua em 
]a, b], entào/serà integràvel em [a, b]. 
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Deixamos a seu cargo a demonstragào da propriedade: se fior integràvel em [a, cj e em 
[c, b], entào/ sera integràvel em [a, b ] e 


J f(x)dx = j f (x) dx + j f (x) dx. 


Como conseqiiència do teorema anterior e da propriedade acima, vem o seguinte corolà- 
rio, cuja demonstra^ào è deixada para o leitor. 


Corolàrio. Se/for limitada em [a, b] e descontfnua em apenas um numero finito de 
pontos, entào/sera integràvel em [a, b]. 

A4.5. Integrabilidade das Fun^oes Crescentes 
ou Decrescentes 

Se/for crescente em [a, 6],/assumirà em [a, b\ valor màximo f(b) e valor minimo 
/(a). Seja P urna partigào qualquer de [a, è]; podemos, entào, considerar as somas superior 
e inferior de/relativa à partilo P: 


S(f,P) = X f(xj)àxi 

i = l 


S(f,P) = X /{Xi-Oàxì. 

i= 1 

As propriedades demonstradas no caso de/se contmuas permanecem vàlidas no caso de 
/ser crescente. Temos 


S (/, P) - S (/, P) ss X [/ (xì) - / (xì - j )] màx Ax, (verifique) 

/ = l 


e, portanto. 


S (/, P)-S (/, P) *£ [/ ( b ) - / (a)] màx A*,. 


S ef(b) =/(a),/serà constante, logo integràvel. Podemos supor, entào, f(b) > f (a). 
itào, dado e > 0 e tomando-se <5 = ———--, para toda partilo P de [a, b), com 


Entào, dado e > 0 e tomando-se 8 = 
màx Ar. < 8, 


f (b) — f (a) 


S (/, P)~S (/, P) < e 


X / (Ci) A Xi- L\^S(f,P)-S (/, P) < e 


e, portanto, 
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onde Léo infimo das somas superiores S (/, P). Fica provado assim o 

Teorema . Se/for crescente em [a, b ], entào/serà integràvel em [a, b]. 

Observa^ao. Se/for decrescente em [a, b], entào —/sera crescente e, portanto, integràvel; 
corno/= — (— f), segue que/serà, também, integràvel em [a, b\. 

O próximo exemplo nos mostra urna fungào integràvel cujo conjunto dos pontos de 
descontinuidade é infinito. 

EXEMPLO. Seja/: [0, 11 —> IR dada por 



1 11 2 \ 

f (x) - 0 se 0 s£jc<—;/(*) = — se — *£ x < — etc. 

2 2 2 3 / 


Como/é crescente, resulta que/é integràvel em [0, 1], Observe que/é descontfnua em 
todos os pontos do conjunto infinito 


A4.6. Critèrio de Integrabilidade de Lebesgue 

Henri Lebesgue (1875-1941 ) estabeleceu um critèrio de integrabilidade que nos permite 
reconhecer se urna fun?ào fé ou nào integràvel em [a, b], olhando apenas para o conjunto 
dos pontos de [a, b\ em que/é descontfnua. Para estabelecer tal critèrio, precisamos primei- 
ro definir conjunto de medida nula. 

Seja A um subconjunto de IR e seja /, / 2 , ... urna seqiiència de intervalos; dize- 

mos que tal seqiiència cobre A se 

+ 0C 

AC/jU/ 2 U ... U/„U ... = u li 

i = 1 

isto è, se A estiver confido na reuniào de tais intervalos. 

EXEMPLO 1. Seja A = j — ! « e IN* j; a seqiiència dada por /„ = 
n = 1, 2,..., cobre A, pois 



AC/jU/ 2 U/ 3 U 
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1 

1 

1 r 

1 

1 1 , 1 

1—, 

1 + - 

; - e I 2 « 


—— — -f —— 

2 

2 

2 

. 2 ’ 

2 2 2 2 2 [ 


No que segue, m (/) indicarà a amplitude do intervalo /; assim, se / = [0, 2], entào 


t(/) = 2 —0 = 2;se/= -,-\,m (/) = -• 


Seja ACR; dizemos que A tem medida nula se, para todo e > 0 dado, existir urna se- 
quència de intervalos I x , / 2 , 1$, que cobre A e tal que 

+ 00 

X tn (/„) < e. ■ 

« = 1 

+ oo k 

Observa^ào: X m (/„) = lim X w (/„). 

n = 1 + 30 n = l 

Antes de passarmos aos exemplos, lembramos que, se 0 < q < 1, entào 

q + q 2 + q 2 + ... + q n + ... = —-— (verifìque). 

1 - q 


Se tomarmos 0 < q < -(e > 0), teremos 

1 + e 


q + q 2 + q 2 + ^— < e. 

1 - q 


EXEMPLO 2. Mostre que A = j — i n € N * > tem medida nula. 


Solugào 


Dado e > 0, tomemos q tal que 0 < q < 
Consideremos a seqiiència de intervalos 


n 2 n 2 l 


Tal seqiiència cobre A e, corno m (/„) - q, resulta 


X m (/„) = q + q 2 + ... + q n + ... - -- < e. 

n = 1 1 ~q 


portanto, A tem medida nula. 
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Seja ACR; dizemos que A é enumeràvel se existir urna seqiiència q, <a 2 ,..o n ,... tal que 

A = {a n I n £ 1^1*}. ■ 

EXEMPLO 3. M é enumeràvel, pois, 

onde a n = n — 1. ■ 

EXEMPLO 4. O conjunto A dos racionais estritamente positivos é enumeràvel. 

Solugào 

li 111 

1 2 3 4 5 



4 .1 4 4 4 

1 2 3 4 7 "' 


A = {a n I n G N*} 


onde 


1 2 1 
a \ - y .«2 ~ —, «3 “ “. «4 


3’ 


EXEMPLO 5. O intervalo [0, 1] nào é enumeràvel. 


Solugào 

Suponhamos, por absurdo, que fosse enumeràvel; existiria, entào, urna seqiiència q, 
a 2 , ... tal que 

[0, 1] = {a n I n £ f^}. 

Seja, agora, q E ] 0, 1 [, com q # a^\ a 1 nào pode pertencer a 

© [0, q] e [cj, 1], 

Seja [<*], /3,] o intervalo em 0 que nào contém a ] . 

Seja, agora, c 2 £ ]oq, com c 2 # a 2 ; a 2 nào pode pertencer a 

© [aq, c 2 ] e [c 2 , 
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Seja | a 2 , /3 2 ] ° inter vaio em (2) que nào contém a 2 . 

Prosseguindo com este raciorinio, construiremos urna seqiiència de intervalos 
[ ai ,j3 1 ]D[a 2l felD...DK,^]3... 
tal que, para todo naturai n 3= 1, 

a n £ [a„, P n ] 

Por outro lado, existe pelo menos um reai p E [0, 1] tal que 

P ^ K» AJ 

para todo «3* 1. Segue que 

P* a n 

para todo n 2* 1, que é urna contradigào. ■ 

EXEMPLO 6. Todo conjunto A enumeràvel tem medida nula. 

Solugào 

Dado e > 0, consideremos a seqiiència 

/„ = ~ -i- <?", a„ + ~ q n , n = 1, 2, 3,... 

corno 0 < q < y-^— e A = {a„ I n E N*}. Tal seqiiència cobre A e 

X m (/„) = q + q + ... + q + ... < e. ■ 

n = 1 

EXEMPLO 7. Prove que A = { 1, 2, 3} tem medida nula. 

Solugào 

A = {a n \nE:N*}, onde a x = 1, a 2 = 2, « 3 = 3 e a n = 3 paran 3= 3; logoAé enumeràvel 
e, portanto, tem medida nula. ■ 

EXEMPLO 8. Seja A . C IR; se A for finito, entào A terà medida nula. 

Solugào 

Suponhamos que A tem p elementos; batizando os elementos de A por jq, x 2 ,.. x p , re¬ 
sulta A = {jq, jc 2 , ... x p ) = {fl„ I n E N*} onde aj = jq, ct 2 = x 2 > ■ ■ -, a p = x p e a„ = x p para 
n > p. Assim, A é enumeràvel; logo, tem medida nula. ■ 
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Vamos, agora, enunciar, sem demonstra^ào (para a demonstra 9 ào, veja Elon Lages Lima, 
Curso de Anàlise — Volume 1), o seguirne 

Critèrio de Lebesgue 

Seja/limitada em [a, b] e seja A o conjunto dos pontos de [a, b\ em que/é desconti- 
nua: A = E [a, b] I fé descontfnua em x}. Entào, 

/integràvel em [a, b] <=> A tem medida nula. 

Exercicios - 

1. Prove que se A estiver contido em B e se B tiver medida nula, entào A terà, também, medida 
nula. 

2. Prove que o conjunto vazio tem medida nula. 

3. Prove que se A e B tiverem medida nula, entào A U B também terà medida nula. 

4. Jà fot visto que a fun ? ào/(x) = J* ^^iiàoé integràvel em [0,1]. Utilizando o critèrio 
de Lebesgue, conclua que [0, 1] nào tem medida nula. 

5. Utilizando o critèrio de Lebesgue, prove que se/for integràvel em [a, b J, entào/serà continua 
em pelo menos um ponto p 6 [a, 6], 

6. Suponha/integràvel em [a, b] ef(x) > 0 em [a, b\. Prove que f* / (x)dx > 0. 

Ja 

7. Utilizando o critèrio de Lebesgue, prove que se/for integràvel em [a, b], entào l/l e/ 2 tam¬ 
bém serào. 

8. Seja A o conjunto dos numeros irracionais pertencentes ao intervalo [0, 1]. Prove que A nào 
tem medida nula. 

9. De exemplo de um conjunto nào-enumeràvel que tenha medida nula. (Pesquise!) 

10. Utilizando o critèrio de Lebesgue, decida se a fungào dada è ou nào integràvel. 

a) f : [0, 1J —> IR dada por f( x ) = Se * ® 

[0 se x g G 

b) f : [0,1 ] —* R dada por / (*) 


c) /: [0,1] —» IR dada por f(x ) 



ln€ N* 
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Demonstracào do Teorema 
da Se^ào 13.4 


Seja a equagào 

^ 7 - = g(t)h (x) 
dt 

onde g e h' sào supostas contmuas nos intervalos abertos /j e I 2 , respectivamente. Conside 
remos os numeros reais / 0 e * 0 ’ com f() ^ ^1 e *0 ^ h- 
Tomemos > 0 e r 2 > 0 tais que 

[t 0 - r h /(, + rjjC/je [x 0 - r 2 , x 0 + r 2 ] C I 2 . 

Da continuidade de g e h’ , segue que existem a > 0 e /3 > 0 tais que 

© \g (t) I ^ aem [f 0 - r 1} / 0 + 

e 

© I h'(x) I ss j 8 em [* 0 - r 2 , jc 0 + r 2 ]. 

Observamos, ainda, que, quaisquer que sejam u e v em [jc 0 — r 2 , jc 0 + r 2 ], 

© I /i («) -h{y) I ss/31 u- vi. 

De fato, pelo TVM existe ù entre u e v tal que 

h{u) - h (v) — h'(ù) (u — v) 


e tendo em vista © segue ©. 
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Suponhamos, agora, que x = x (/), t e /, onde I é um intervalo aberto contido em / ( , seja 
solugào do problema 


dt 

* (*o) = x 0 . 


Entào, para todo t em /, 


e, portanto, para todo t em I 


x' (0 = §(t)h(x(t)) 


h ( x (*)) ds = [■* 0 ) 4 =x(t)~ x Q 


( 5 ) x(t)-x 0 = g(s) h(x (s)) ds. 

Sendo x = x (t), t E /, solu 9 ào de ©, tal fungào sera continua, logo, existe r > 0 (com 
[f 0 - r, / 0 + r] C /) tal que 

© t 0 ~ r^t^t 0 + r=>x 0 - r 2 ^x(t)^x 0 + r 2 . 


Podemos escolher r de modo que 


r « r[ e r < 


Lema 1. Se x = x (t), t £ /, for solu 9 ao de (4) e se h (x 0 ) = 0, entào 
* (/) - * 0 em [f 0 - r, f 0 + r]. 


Demonstracào 

De © e da hipótese segue 


jc ( t ) - x 0 = f g(s) [h (x (s)) - h (x 0 )] ds. 


Segue de © e de © que, para todo s em [/q - r, t Q + r], 

I h (x (5)) - h(x 0 )\^ p\x(s) ~ x 0 I. 
Entào, para todo t em [/ 0 — r ^o + r ] 


\x(t) — x 0 \^ afi\ f I jc (j) - x 0 1 ds I. 
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Sendo M o màximo de I x (t) - ,v 0 I em [r 0 — r, r 0 + r], resulta 


: (f) - x 0 I *£ ot(3M I f ds\ 


I x (t) — Xq I a(3M \t — /q 


e, assim, para todo t em [ % “ r> + r 1 


e, portanto. 


Ì x (0 - x 0 I a(3M r 


M *£ afiMr (por què?). 


Se tivéssemos M > 0 (observe que M s* 0), terìamos 1 *£ a/3r ou r 2 * — que contradiz 

afi 

(7); segue entào que M = 0. Logo 

x (/) = x 0 em [/ 0 - r, f 0 + r]. ■ 


Lema 2. Se x = x ( t ), t £ /, for solu 9 ào de @ e se h (x 0 ) = 0, entào 


x (t) = xq em I. 


Demonstragào 

Pelo lema 1, existe r > 0 tal que 

x (r) = * 0 em [f 0 - r, t 0 + r]. 

Seja B = {b E I 1 x (f) = x 0 em [f 0 — r, b [}. Se B nào for limitado superiormente, tere- 
mos x (t) ^ r 0 em [/ 0 - r, -fooj e +«> sera, entào, a extremidade superior de I. Se B for 
limitado superiormente, admitirà supremo b e, assim, 

x (f) = xq em [/ 0 - r, b[. 

Se b pertencer a I, pela continuidade de x = x (t), resultata x ( b ) = x 0 ; seguirà, entào, 
pelo lema 1 que existirà r > 0 tal que 

jc (f) = X 0 em \b — r, b + r 1 


contradigào. Assim b é a extremidade superior de I. Deixamos a seu cargo concluir que 


x (0 = *0 em I. 
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Teorema. Seja a equa?ào 


~ = 8 (0 h (x) 
at 


onde g e h sào definidas em intervalos abertos Iy e / 2 , respectivamente, com g conti¬ 
nua em /j e h ' continua em I 2 . Nestas cond^òes, se x = x (t), t E. /, for solu 9 ào nào 
constante da equa 9 ào, entào, para todo t em /, 

h(x(t))± 0 . 


Demonstragào 


Se, para algum em I tivéssemos h (jc (r 0 )) = 0, pelo lema 2, tenamos, para todo t em 7, 


x{t) = x (t 0 ). 
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6 

CONSTRU^ÀO DO 

Corpo Ordenado dos 
Nùmeros Reais 


A6.1. DEFINigÀO DE Nùmero Real 



A idéia que està por tràs de tal defin^ào é a de caracterizar um nùmero reai pelo conj un¬ 
to de todos os nùmeros racionais que o precedem. Pela defin^ào acima, estamos represen¬ 
tando um numero reai a pelo conjunto dos racionais que o precedem. 

EXEMPLO 1. a= {/?E<Qlp<2}éum nùmero real. De fato: 

(RI) a =£ (f>, pois, 0 G a. 

a # Ó, pois, 5 G Q e 5 ^ a. 

(R2) Sejam p, q racionais quaisquer, com p E a e q < p. Temos: 

p£««;< 2. 

De p < 2 e q < p, segue q < 2, logo, q E a. 

(R3) a nào tem màximo (verifique). 

Assim, o conjunto a = {pEQ\p<2} satisfaz as condùjòes (RI), (R2) e (R3), logo, é 
nùmero real. 
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Seja r um nùmero racional qualquer. Deixamos a seu cargo a tarefa de verificar que o 
conjunto {/? £ Q I p <r}é um nùmero reai. Tal nùmero real sera indicado por r*: 

r* = {p £ O I p < r) (r racional). ■ 

EXEMPLO 2. a = Q_ U {pGQ + l/) 2 <2)éum nùmero real (quem é al). 

De fato: 

(RI) a ¥= 4>, pois, Q_ Ca( Q_ = {x £ Q I x 0}) 
a # Q, pois, 5 G Q e 5 ^ a. 

(R2) Sejam p, q dois racionais quaisquer, com p E a e q < p. Temos: 

(i) se/? E Q_, entào q E Q_, logo, q E a. 

(ii) se p > 0 e q «£ 0, entào qE a. 

(iii) sep>0e</>0 


=> q 2 < p 2 . 


De p < 2, segue q <2, logo, q E a. 

(R3) Seja p E a, com p > 0. Temos, para todo n E f^J*, 


, + ±r =p 2 + 2£ + 1 <p ? + *P + ± 


2 p , 1 


1 1 

+ — I ^ p 2 + — (2 p + 1). 


Por outro lado. 


p 2 + — (2p + 1) < 2 <» n > ——— ir¬ 
ti 2- p z 


Tomando-se, entào, n > -resulta 

2 -P 2 


L + if <2 


o que mostra que a nào tem màximo. 


Exercicios — 

1. É numero real? Justifique a resposta. 

a) a={pGQI3p+l<2/>-5} 

b) a = {p E Q I (p + l) 2 (p — 3) < 0 } 

c) a = {p E O t p 3 — 2p 2 + 3p — 6 < 0 } 

d) a = {p E Q I p 20 + 2p 10 + 5 < 0 } 

e) a = {p E Q I p^ < 3 } 
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2. Seja a um nùmero reai e indique por M a o conjunto dos racionais que sào cotas superiores de a. 
Prove que 

P = {pE<Q\-pEM a e~p¥ : min M a } 

é nùmero reai. 

3. Sejam a e fi nùmeros reais. Prove que a U fi e a D fi sào, também, nùmeros reais. 

4. Sejam os nùmeros reais a = {/>EQIp 3 <5}e/3 = {/> E <Q I p < 2 }. Determine a H fie a U fi. 

( „ ^ 


5. Para cada n E N, seja o nùmero reai a„ 


V 2» + 1 ) 


*. Complete: 


a)a Q = 


b)a , = ... 


c)a 2 = ... 


d) U a n — ao U ai U £*2 U «3 = .. 
n = 0 

6 . Para cada n E 1^, seja o nùmero reai a„ 


/ 

n 

: _ > 

< 2n + 1 ) 


. Prove que 


U a n = \ p EQ \ p < — onde U a n indica a reuniào de todos os nùmeros reais % 
n = 0 L 2) n = 0 

«1 .««. 

2 , _ 

7. Seja A = { r* I r E Q, r>0er <2}. Determine a reuniào de todos os reais a, com a E A. 

Verifique que tal reuniào é um nùmero reai. 


A6.2. Relaqào de Ordem em U 

O simbolo IR sera usado para indicar o conjunto dos nùmeros reais: IR = { a I a é nùmero 
reai}. 


Definito. Sejam a e fi dois nùmeros reais. Defmimos 

a) a fi <=i> a C fi. 

b) a<fi<?>aGfiecti z fi. 

Deixamos a seu cargo verificar que, “ 5 S” é urna relaqào de ordem sobre IR, isto é, “=£” 
satisfaz as propriedades: 

01) V a G IR, a ^ a. 

02 ) V a, fi £ IR, a fi e fi *£ a => a = fi. 

03) Va, fi, y E IR, a^fiefi^y^a^y. 

Para provar (04), vamos precisar do 

Se a é um nùmero reai e se x é um racional, com x(£ a, entào, p < x, para 


Demonstraqào 

Suponhamos, por absurdo, que exista pG a, com p 2* x. Pela (R2), terìamos, entào, que 
x E a, contradigào. Portanto, se x £ a, entào p < x para todo p E a. u 
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Este lema nos diz que todo racional x que nào pertence ao reai a, é urna cota superior de a. 
Vamos, agora, demonstrar a seguinte propriedade. 

Propriedade (04). Quaisquer que sejam a e fi em IR, a =£ fi ou fi *£ a. 

Demonstraqào 

Quaisquer que sejam os reais a e fi, a C fi ou a <£ fi. 

Se a C fi, entào, a^ fi. 

Se a nào està contido em fi ( a (£ fi), entào existe um racional x, com x G a e x fi. 
Como x £ fi, segue do lema que p < x, para todo p G fi. Como x E a e, para todo p G fi, 
p < x, segue de (R2) que p G a, para todo p G fi, isto é, fi C a, ou seja, fi a. ■ 

A6.3. Adiqào em or 

Teorema 1. Se a e fi sào nùmeros reais, entào 

y = [a + b\ a G a, b G fi) 

também é nùmero reai. 

Demonstraqào 

Precisamos provar que 7 satisfaz as condigòes (RI), (R2) e (R3). 

(RI) Como a e fi nào sào vazios, existem a G a, b G fi; assim a + b G y, logo, y ± 4>. 

Por outro lado, corno a 4 Qe.fi + <Q>, existem racionais set, com s (£ aet (£ fi; pelo 
lema da segào anterior, tem-se: 

Va Ga,a<se\fbG fi, b<t 

dai 

V a G a,V b G fi, a + b < s + t. 

Logo, s + t (£ y e, portanto, y 4- Q. 

(R2) Precisamos provar que, se x E y e y < x, entào >’ G y. Para provar que y G y, precisa¬ 
mos fabricar um s G ae um t E fi, de modo que y = s + t. 

Temos: 

xGy<^>x — a + b para algum a E a e algum b E fi. 

De y < x segue y < a + b, dai y — a < b; corno b E fi, segue que y — a G fi. Entào, 
y = a + (y - a), com aGcte(y -a) G fi. 

Logo, y G y. 

(R3) Para provar que y nào tem màximo, precisamos provar que, se x E y, entào existe y E y 
com x < y. Temos: 



xG y&x = a + b para algum a G ae algum b G fi. 
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Como a e fi nào tèm màximo, existem racionais s £ a e t £ fi com a < s e b < t; dai 
a + b < s + t. Tomando-se y = s + t, tem-se x < y, com y £ y. Assim, y nào tèm 
màximo. 

Como (RI), (R2) e (R3) estào verificadas, segue que y £ IR. a 


Definito. Sejam a e fi dois numeros reais; o numero reai y — {a + b\ a £ a, b £ 
fi } denomina-se soma de a e fi e é indicado por a + fi. Assim, a + fi = {a + b \ a E. a, 
bEfi}. 


A opera 9 ào que a cada par (a, fi) de numeros reais associa a sua soma a + fi denomina- 
se adigào e é indicada por +. 

EXEMPLO. Sejam re s dois racionais; prove: 


r* + 5* = (r + s)* 


Soluqào 


Precisamos provar que r* + s* C (r + 5 )* e que r* + s* D (r + $)*. 

Lembramos, inicialmente, que 

r* = (reQljc<r};^= {jc £ <Q> Ix < s) 
e 

(r + s)* - {x £ Q \x< r + s). 
r* + 5 * C (r + s)* 

;t£r*-l-.y*<=>jt = a + £ para algum a < re algum b < s, com ae b racionais. 
x = a + b) 

a< r ^^x<r+5^x£(r + j)* 

b<s J 

Provamos, assim, que 


logo, r* + s* C (r + j)*. 


jt£r* + s*^x£(r + s)*; 


(r + s)* Cr* +s* 


xE(r+s)*^x<r + s^x — r < s. 
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Tomemos um racional u, com x - r < u < s. 

u < s => u £ s* 

x — r < u =$ x — u < r ^ x — u E r*. 

Segue que 

x = (x — u) + u, com x - u E r* e u £ s*; 

logo, x £ r* + s*. 

Provamos assim, que 

x £ (r + .?)* => x E r* + 5* 

logo 

(r + 5 )* C r* + s*. ■ 


A6.4. Propriedades da Adi^ào 

Nosso objetivo, nesta segào, é provar que a adigào satisfaz as propriedades (Al), (A2), 
(A3), (A4) e (OA). 

Para provar (A4), vamos precisar do 

Lema. Sejam a um nùmero reai, u < 0 um racional e M a o conjunto das cotas supe- 
riores de a. Nestas condigòes, existem p E a,q E M a , q ¥= min M a (caso min M a 
exista), tais que p - q = u. 

Demonstraqào 



P <1 


Estamos interessados em determinar p E a, q E M a , q 4 min M a , com p - q = u. 
Para isto tomemos um racional s £ a, com s 4 min M a , e, para cada n £ considere- 
mos o racional q n = nu + s. 



Seja, agora, n o màximo dos naturais n para os quais q n E M a eq n 4 min M a . 
Dois casos podem ocorrer: 


l.° CASO, £ M a e q„ +ì E a. 
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S« + 1 q^-nu + s 

\ s 



Tomando-se q = q^ep = qa + 1 , p - q = u. 

2.° CASO, g- G M a e ^ + j = min M a (que só poderà ocorrer se min M a existir). 

Tomando-se q — qji+ ^ «e/i = g^ + 1 + ^ w, p — q = u, com p G a: e q G A/ a , 
^ =£ min Af a . 

+ l Ss 

1 i 

-1 o i—i- 

/ \ i 

p ?=«» + 7“ 

Teorema. A adi^ào satisfaz as propriedades: 

Al) Associativa: V a, (3, y G IR, a + ((3 + -y) = (a + /3) -I- y. 

A2) Comutativa: Va, (3EU, a + (3 = (3 +a. 

A3) Existència de elemento neutro: V a: G IR, a + 0* = a. 

A4) Existència de oposto : Para lodo oGR, existe (BER com a + 

0A) Compatibilidade da adigào com a ordem: V a, /3, y E U, a /3 => 


Demonstragao 

Al) e (A2) fìcam a seu cargo. 

A3) Precisamos provar que a + 0*CaeaCa + 0* 



Lembramos que 0* = {wGQImCO}. Temos: 

j:Ga + 0*»x = fl + M para algum a E a e algum u < 0, u E Q. 
u<0=^a + u<a^>x<a=>xEa 

portanto, 

r 6a + G a 

Logo, a + 0* C a. 



Precisamos provar que, serGa, entào é possivel fabricar um a E a e um u < 0 tal que 
x = a + u. 
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Entào, 

x E a=>3a E a, com x<a, pois a nào tem màximo. 
x < a =>* — a < 0. 

Assim, 

* = a + Qt - a), com a E aex — a <0, 
logo, x E a + 0*. Portanto, 

a C a + 0*. 

A4) Seja a um nùmero reai; de acordo com o Exercfcio 2-A6.1, 

j {pEQ\-pEM a &-pi : min M a ) é um nùmero reai. Vamos provar que a + (3 = 0*. 


xE a + (3 =>* = a + b para algum a G a e algum b G 0. 
b E (3=^ —b > a a + b < 0. 

Assim, 

xE a + 1 3 => * G 0*, ou seja, a + (BEO*. 


Precisamos provar que, se r G 0*, entào x = a + b para algum a G a e algum b G (B. 
Como x < 0, segue, do lema anterior, que existem a E a e ~b E M a , com ~b ^ minM a , 
tais que x = a — (~b); assim x = a + b com a E a e b E (B. 

Portanto, 0* C a + (B. 

Provamos, assim, que, dado um reai a, existe um reai (B tal que a + /3 = 0*; provare- 
mos mais adiante que tal (B é ùnico e sera, entào, denominado oposto de a e indicado por 
— a. 

(0A) Sejam a, (B, y E IR, com a « /?; vamos provar que a + y « (3 + y. Temos: 

xE a + y =*jc = a + c para algum a G a e algum c E y. 

Da hipótese, segue que a E a=$ a E j3. (Lembre-se: a =£ /3 <=>a C /3.) 

Assim x = a + c para algum a E (3 e algum c E y. Logo, x E (3 + y. 

Provamos, assim, que 

a^(3=>a+yE(3+y=>a+y^(3+y. ■ 
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Demonstragào 


fi — 0* + fi — (y + a) + fi = y 4- (a + fi) = y + 0* = y. 



Demonstragào 

Da hipótese, segue que 0* + y = 0*; dai y = 0*. 


Exercicios — 

1. Prove: Va, fi, y E [R, a = fi=>a + y = fi+y. 

2. Prove: Va, fi, y E R, a + y= fi+y=sa — fi (lei do cancelamento). 

3. Prove: V a E R, - (-a) = a. 

4. Prove: V « G M, a « 0* » 0* - a, 

5. Prove: Va, fi, y, SGR, a*£/3ey^S=>a+ys=/3 + 5. 

A6.5. MumPLiCAgÀo em r 

Teorema. Sejam a, fi E R, com a: > 0* e fi > 0*. Entào 

y = Q_ U {ab I a E a, è E fi, a > 0, b > 0 } 

é um nùmero reai. 

Demonstragào 

(RI) y 4= (f>, pois Q_ C y. 

Para provar que y Q, procedemos assim: corno ae|3 sào numeros reais, existem raci- 
onais men com m £ a e n £ fi, dai: 

V a £ a, com a > 0, a < m 

V è G fi, com b > 0, b < n 

logo, 

ab < mn para todo a E a, a > 0, para lodo b E fi, b > 0, portanto, mn g y. (Por què?) 
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(R2) Sejam p, q racionais com p E y e q < p; precisamos provar que q E y. Entào: 

(«) Se p *£ 0, entào q < 0, logo q E y. 

(è) Se p > 0 e q 0, q E y. 

(c) Se p > 0 e q > 0, vem: 

p E ytp>Q^>p — ab para algum a E a, a > 0, e para algum b E fi, è > 0. 

De 0 < q < p = ab, vem — <b, assim — E /3, e — > 0; logo, 
a a a 

q = a ■ — com aE a, a > 0e—E/3, —>0. 
a a a 

Portanto, q E y. 

(R3) Para provarmos que y nào tem màximo, basta provarmos que, se p E y e p > 0, entào 
existe E y com q > p. 

Temos: 

pEy,p>0^p = ab para algum a E a, a > 0 e algum b E (3, b> 0. 

Como a e j3 sào numeros reais, existem a' > a, com a' E a, Z>' > è, com b' E fi; dai 
a'è' > ab — p, com E y. ■ 


A seguir daremos a definÌ 9 ào de produto de dois numeros reais. 


Definito. Sejam a, (3 EU. Definimos o produto de a por fi por: 


Q_ u {aè 1 a e a, b E fi, a>0, è > 0} se a>0* e > 0 * 


0* se a = 0* ou fi = 0* 

«■0 = 

-{(-a) • fi] se a < 0* e fi>0* 


-{a • (-fi)} sea>0* e /3 < 0 * 


(—a) • (—fi) sea<0* e fi <0* 


EXEMPLO. Seja a = Q_ U {p E Q + Ip 2 < 2}; prove que a • a = 2*. 


Solugào 

a • a = Q_ U {ab I a > 0 e a 2 < 2, è > 0 e b 2 < 2}. 
Precisamos provar que a * a C 2* e que 2* C a • a. 



xEccctex^0=>xE2*. 

x E a • ae x> 0 =>x = ab, com a > 0 e a 2 < 2, b > 0 e b 2 < 2. 
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Segue que a ■ a C 2* 


x = ab =» x 2 = a 2 ■ b 2 < 4. 
x > 0 e x 2 < 4 => x < 2. Portanto, 
xEaaex>0 ^x E 2*. 


2* C a ■ a 


xE2*ex s £0=>xEa*a. 


xE 2 *ex> 0 => 0 <x< 2 => — < 2 . 


Existe a racional, a > 0, tal que 


— < a 2 <2 (veja adiante). 


f x\ x (x\ x 

Dai, — <2; corno — > 0 e — <2, resulta que — E a. Assim, 

yaj a \aj a 


x = a ■ — 
a 


X X 

com a > 0, a E. a, — > 0 e — E a; logo, 
a a 


Assim, 




Portanto, 2* C a • a. 

Provamos, assim, que a • a — 2*, ou seja, 2* admite raiz quadrada em R. 

x 2 x 2 2 

Vamos provar a seguir que, se < 2, entào existe a > 0, racional, tal que — < óT < 2 , 

x 2 x 2 x 2 11 

De fato, corno x é racional, — =£ 1 ou — > 1. Se -— =£ 1, basta tornar a = —. Se 

2 2 2 10 

x 2 

y = — > 1 , tomemos um naturai n tal que 


1 y r ì Y 2 
1 + - <ye 1 + - <-. 

n J n J y 


f i Y 2 1 3 

Como IH— = 1 \— + 1 + —, tomando-se n tal que 

\ n J n n z n 
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A6.6. Propriedades da Multiplicacào 

Nesta segào, vamos provar as propriedades (MI), (M2), (M3), (M4), (D) e (OM). Para 
provar (M4), precisamos do 

Lema Sejam a > 0* um nùmero reai e u, racional, com 0 < u < 1. Entao, existem 
racionais p E a, q E M a , com q + min M a , (caso M a admita minimo), tais que — — u. 
(M a é o conjunto das cotas superiores de a.) 

Demonstraqào. Fica a cargo do leitor. {Sugestào: Tome um j(Éae, para cada naturai n, con- 
sidere o racional q n — su n \ agora, proceda corno na demonstragào do lema da Se 9 ào A6.4.) ■ 

Teorema. Sejam a, fi e •yreais quaisquer. A multiplica^ào verifica as seguintes pro¬ 
priedades: 

MI) (afi) y = a (/3y). 

M2) aj 3 = 0 a. 

M3) a *1* = a. 

M4) Se a # 0*, existe fi E IR tal que a - 13= 1*. 

D) a (/3 + y) = afl + ay. 

OM) a^f3e0*^y=>ay^ fiy. 







550 Um Curso de Càlculo — Voi ] 


Demonstragào 

(MI) e (M2) ficam a seu cargo. 

(M3) Suponhamos, inicialmente a > 0*. Precisamos provar que a-PCaieaCa- 1 *. 


a * 1* C a 

Lembramos, inicialmente, que a • 1* = Q_ U {ab la£a,a>0,0<K 1 }. 
re a • ì*ex^0=>xGa. 

x G a • l*ejr>0=>x = au, com fl£a,fl>0,e0<«< 1. 

De u < 1 e a > 0, segue au < a e, portanto, x = au G a. Fica prò vado, deste modo, que 
a * 1* C a. 


xGaex*sO=>xGa- 1*. 
r£aex>0=>3a£a, com x < a. 


X XX 

Assim, x = a • — G a- 1*,pois ,a G a ,a > 0,e — < 1, com — > 0. Portanto, a C a • 1*. 

a a a 

Provamos, assim, que se a > 0*, entào a • 1* = a. 

Se a = 0*, pela definito de produto, a ■ 1* = 0* • 1* = 0* = a. 

Se a < 0*, a • 1* = —[(— a) • 1 *] = — [— a] = a. 

Segue que, para todo a G IR, a ■ 1 * = a. 



(M4) Fica a cargo do leitor. ( Sugestào : Suponha, inicialmente, a > 0* e considera o nùmero reai 


/3 = U</?GQIp>0, — € M a e — =£ min M a 1. 

I P P J 

Proceda, entào, corno na demonstra^ào de (A4) e conclua que a • /3 = 1 *. 

Se a < 0*, -a > 0*, logo, existe /3 tal que (-a) * /3 = 1*, mas, (—a) /3 = a ■ (-/3); 
logo, a (-/3) = 1*.) 

(D) Precisamos provar que 

a (jS + y) C a/3 + ay e a (/3 + y) D a/3 + ay. 


l.° CASO: a > 0*, /3 > 0* e y > 0*. 
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xG a(fi + y)ejc=^0 =*x £ a/3 + ay. 

xG a(0 + y) e x > 0 ^x = ad para algum a > 0, a G a, e para algum d G (3 + y, d > 0. 
dG(3+y=>d = b + c, com t£j3ec£y. 

Assim, x = ab + ac G a/3 + ay, pois, ab G a ■ (3 e ac G ay. Portanto, a (/3 + y) C a/3 + ay. 



r£aj 8 + ayejc^0^jc£a(j3 + y). 

Suponhamos, entào, x > 0 e x G a/3 + ay. Como a/3 > 0* e ay > 0*, existem « G a/3, 
u > 0, e v £ ay, v > 0, tais que x = u + v. (Verifique.) 

Segue que existem a, a' G a, com a > 0 e a' > 0, b G /3, com & >0,c£y, com c > 0, 
tais que* — ab + a'c. 

Supondo a' ^ a, resulta 

jc = ab + a 'c ^ ab + ac = a {b + c) G a (/3 + y); 
logo, pela (R2), x G a (/3 + y). Fica provado que 

a/3 + ay C a (/3 + y). 

2. ° CASO: a > 0 * e /3 + y > 0*. 

Suponhamos /3 > 0*. Temos: 

ay = a [(/3 + y) + (~/3)3 = a (/3 + y) + a (-/3) (1.® caso); 
dai 

a (/3 + y) = a/3 + ay. 

3. ° CASO: a > 0* e /3 + y < 0*. 

« 03 + y) = — [a (-/3 “ y)] = - [a (-/3) + a (-y)] 


ou seja. 


a (/3 + y) = a/3 4- ay. 


Deixamos a seu cargo verificar os demais casos. 

(OM) Deixamos a seu cargo. ■ 


A6.7. Teorema do Supremo 

Um subconjunto A de IR se diz limitado superiormente se existe um nùmero reai m tal 
que, para todo a G A. a ^ m. 

Para demonstrar o teorema do supremo, vamos precisar do seguinte 

Lema. Seja A um subconjunto de IR, nao-vazio e limitado superiormente. Entào, 

y = vj a ^ {r £ Q I r € a para algum a € A} 
a e A 

é um nùmero reai. (y é a reuniào de todos a pertencentes a A.) 
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Demonstragào 

(RI) Sendo A + 4>, existe a E A e, corno a =£ <£, resulta y =é f>. 

Sendo A limitado superiormente, existe um nùmero reai m tal que m, para todo 
oc E A. Como m é nùmero reai, existe x racional, com x £ m; dai para todo aEA,r^ a , 
logo, x £ y e, portanto, y ¥= Q. 

(R2) Sejam p e q dois racionais quaisquer, com p E y e q < p. Temos: 

p E y=>p E oc para algum aEA 
pEoceq<p=c>qEa 
q E a => q E y. 

(R3) p E y => p E a para algum a E A. Como a nào tem màximo, existe p E a, com 
p > p. p E a => p E y. Assim, para todo p E y, existe p E 7 , com p < p. Portanto, 7 
nào tem màximo. 

Como (RI), (R2) e (R3) estào verifìcadas, segue que 7 é um nùmero reai. ■ 


Teorema {do supremo). Se A for um subconjunto de IR, nào-vazio e limitado supe¬ 
riormente, entào A admitirà supremo. 


Seja a um nùmero reai. Dizemos que a é um nùmero reai racional se existe um racional 
r tal que a — r*. 

O conjunto dos nùmeros reais racionais sera indicadopor 0:0 = {r* I r € O}. 

Seja a um nùmero reai. Se a nào pertencer a <0, diremos que a é um nùmero reai irra- 
cional. Verifique que 

a = <0_ U { x E Q + I x 2 < 2 } 

é um nùmero reai irracional. _ 

Olhemos, agora, para a aplica?ào <p:Q—>Q dada por <p(r) = r*, que a cada racional 
r associa o reai racional r*. Tal aplica§ào é bijetora (verifique). Além disso, temos: 

(i) <p (r + s) = (r + s)* = r* + s* = cp{r) + cp (s). 

(ii) (p(r- s) = ( rs)* = r* ■ s* = <p(r) - (p (j). 

(iii) r^sor*^ j*. 

Tal aplica?ào cp nos permite, entào, identificar o racional r com o reai racional r*. Neste 
sentido, podemos olhar para Q corno subconjunto de IR. 


Demonstragào 

Seja 7 = u a . Pelo lema, 7 é nùmero reai. Vamos mostrar que 7 é 0 supremo de A, isto é, 

aSA 

7 = sup A. De fato, corno 7 é a reuniào dos a pertencentes a A, segue que, para todo a E A, 

7 D a, ou seja, 7 ^ oc. 

Logo, y é cota superior de A. Por outro lado, se y' é urna cota superior qualquer de A, 7' 3 = a, 
para todo a E A, e, portanto, para todo a E A, 

y' 3 a; 

logo, y' D u = 7, ou seja, y' s* 7. Assim, 7 é a menor cota superior de A, isto é, 

« 6 A 

7 = sup A. ■ 

A6.8. iDENTIFICAgÀO DE Q COM Q 

Inicialmente, vamos definir aplicagào bijetora (aplica^ào e fun9ào sào palavras sinóni- 
mas). Sejam A e fi dois eonjuntos nào-vazios e cp urna aplicagào de A e fi. 

Dizemos que cp é bijetora se 

(i) Im <p = fi 

(ii) V s, t E A, s ¥= t =$> <p (j) ^ cp (t). 

A condigào (i) significa que <p é sobrejetora e a (ii), injetora. Deste modo, <p é bijetora 
se, e somente se, <p for injetora e sobrejetora. 




Respostas, Sugestóes 

OU SOLU0ES 


CAPÌTOLO 1 


3 4 ] 

1 . à)x<— b)x<- 2 c)x^ d)x^\ e) x < — f) x *£ 1 

2. a) 3* — 1 > Oparax > y; 3* - 1 < Oparax < y; 3x - 1 = Oparax = y 

b) 3 — x > 0 para x < 3; 3 — x < 0 para* > 3; 3— x = 0 para* = 3 

c) 2- 3* > 0 para * < 2- 3*<Oparax> y;2- 3x = 0parax = y 

d) 5x + 1 >0parax> — — ;5x + 1 <0parax< — y ; 5x4- 1 = 0 para * = — y 

e ) X >Oparax < 1 ou*> 2; ——- <0para 1 <*<2; ——- = 0para 
*2 * 2 * 2 

* = 1. A expressào nào està definida para* = 2 


f)(2x + 1) (x - 2 ) > 0 para * < — — ou * > 2 ; ( 2 * + 1) (* - 2 ) < 0 para 

< * < 2 ; ( 2 * + 1 ) (x - 2 ) = 0 para * = -y ou x = 2 

2 — 3x 2 2 — 3* 2 

ff) ■ - - - > 0 para -2 < * < — ; -< 0 para* < -2 ou* > —; 

x i 2 3 x 4" 2 3 

2 — 3* 2 

+ ^ = 0 para * = ~. A expressào nào està definida para * = — 2 
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h ) ——— > 0para* < 2 ou* > 3; ——— < 0 para 2 <* < 3; ——— = 0 
3-* 3-* 3-* 

para * = 2. A expressào nào està definida para * — 3 

i) (2* - 1) (3 - 2*) < 0 para * < - ou * > —; (2* - 1) (3 - 2*) > 0 

13 13 

para — < * < (2* — 1) (3 — 2x) = 0 para * = — ou * = — 

j ) * (* - 3) > 0 para * < 0 ou * > 3; * (* - 3) < 0 para 0 < * < 3; 

* (* - 3)= 0 para * = 0 ou * = 3 

3 

[) x (* — 1) (2* + 3) > 0 para — — <*<0ou*> 1;*(*— l)(2* + 3)<0 

para *< — y ou 0 < * < 1; * (* - l)(2* + 3) = 0 para * = 0 ou * = 1 
3 

ou * —- 

2 

2 

m) (* - 1) (1 + *) (2 - 3*) > 0 para* < lou-j<x<l; 

(* - 1) (1 + *) (2 — 3*) < 0 para —l<*<yOu*>l; 

2 

(* - 1) (1 + *) (2 - 3*) = 0 para x=loux=-loux = — 

n ) * (* 2 + 3) > 0 para * > 0; * (* 2 + 3) < 0 para * < 0; * (x 2 + 3) = 0 para 


o ) ( 2 * - 1 ) (x 2 + 1 ) > 0 para * > y; ( 2 * - 1 ) (x 2 + 1 ) < 0 para* < y ; 

(2* - 1) (* 2 + 1) = Oparax = y 

p) (a>0)ax + b> Oparax > — — ; ax + b < 0 para*< — — ; ax + b = 0 

a a 

b 

para* = —— 
a 

b b 

q ) (a < 0 ) ax + b > Oparax < — — ; ax + b < 0 para* > — — ; ax + b = 0 

a a 

b 

para* = —— 
a 

a)-l<*<— 6)x 5 £loux>3 c)*<—— ou*>2 d) — 3<x< — 

2 3 2 


2 1 14 

e)x s £yOU*>2 /) x « 0 ou xSs y g)x<— 2ou*>2 h) 3<x< — 
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3 9 3 1 

/) x < — ou x 2 * — J)x< — ou x > 2 l) — l<x< 0 oux> — 

2 5 J 2 2 

1 3 

m)x < — ou x > 3 n)x < — o)x< 3 

2 2 

6 . a)x+l è) - c) 2x - 3 d) — e )—— ~— 

x + 2 x x L 

A) -Ì 

t) 2x + h ni) --- n) 3x 2 + 3xA + A 2 o) 4x 

jc (x + A) 

7. o)x<-2oux>2 b) -1 x =S 1 c)x<—2oux>2 

rf)x < 1 oux > 1 e) x < —3 ou — 1 < x < 3 f) x < —2 oux > 2 

g) x *£ — 2 ou -j =£ x *£ 2 A) x «£ —4oux5s4 i)—r<x<r 
j) x =S — r oux S 5 r 

10. a) (x “ 1) (x — 2) A) (x + 1) (x — 2) c) (x - l ) 2 rf) (x - 3 ) 2 

e) x (2x — 3) /)(x— l)(2x— 1) g) (x - 5) (x + 5) A) (x + 1) (3x - 2) 
i) (2x — 3) (2x + 3) j) x (2x — 5) 

11. a)l<x<2 A)x 5 ? 2 oux 2 * 3 c)x<0oux> 3 d) - 3<x<3 


e) x ^ — 1 ou x ^ 2 f)x<-\ oux> - g)x±2 A) 0 «s x — 


*) Nào admite solugào f) x = — 


13. a) Qualquer x A)Qualquerx 

c) Nào admite soluto d) Nào admite solu?ào 

e)x>3 f) x « - ~ g) x > 0 A) x > 1 0 x > j j)x^0 

17. a) 1 A)-2 c)-l, le2 d) l e) 2 f) - 3,-2, 2 

19. o)(x- l)(x + l)(x + 2) A) (x - l ) 2 (x + 1) (x - 2) c)x(x + 3)(x - 1) 

<0 (x - 2) (x + 2) (x + 3) e) (x + 1) (x + 2) (x + 3) f) (x - 1) (x 2 + x + 1) 

20. a)x>l A)x < —3 ou-2 <x <-1 c) -3 *£x «s -2 oux 5= 2 

*/)•*< ~3 ou 0 < x < 1 
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1. a) 7 A) 3 c) a </) -a e) a se a 5 = 0; —a se a < 0 
f) -a se « 3» 0; a se a < 0 

2. a) x = 2 oux = -2 A)x=2oux=— 4 c) x = 1 ou x = 0 

3 1 

rf) Nào admite solu?ào e)x ~ — — f)x= — — 

2 4 

3. a) — 1 *£ x =£ 1 A)-l<x<2 c) Nào admite solu?ào <f) — < x < — 


c)-l<x<l,x ^0 /) — 1 


g)x < —3 oux > 3 


A) x < —4 ou x > —2 *) x < 0 ou x > 3 f) — < x < 1 
/)x< 0 oux >2 /n)x<—/t)x>l o)x<loux >2 

5. a) -2x — 1 sex ^ -1; 1 se ~1 <x < 0; 2x + 1 sex s* 0 
A) 3 sex *£ — 1; -2x + 1 se — 1 <x < 2; -3 sex 3= 2 

c) -3x + 3 sex ^ — ; x + 1 se — < x < 2; 3x - 3 sex 5* 2 

2 2 

d) ~ 3x + 3 se x ^ 0; — x + 3se0<x^l;x+lsel<x=^2;3x — 3 se x 3= 2 


1. a) --,+oo A) ]—1, 1[ c) f 1 , 2] d) -oc,-- 


2 . 0 < r ^ 1 


3. 0 < r ^ s, onde s é o menordos numeros A - pep — a. 


4. a) ] 1, 2[ A) 1—3, c)]-«+oo[ d)\- 3,3 


CAPITOLO 2 


1. fl) -3 e — A) 0 , -eV2 c)4 rf) - 

4 3 a 


2. a)x + 1 A)x - 1 c)x + p rf) 2 e) 2 f) 0 g)x 2 + 2x + 4 

A) x 2 - 2x + 4 i) x 2 + px + p 2 j) Z) —— 

x 2x 


m)x - 5 
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d) f (x) > 0 se 2 <x < 3;/(x) = 0 sex = 2 oux = 3;/(x) < 0 sex < 2oux > 3 

e) f(x) > 0 sex < -1 oux > l;/(x) = 0 sex = l;/(x) < 0 se -1 < x < 1 

Ose j <x< |;/(x) = 0sex = |;/(x) <Osex< | oux< | 

3 3 

g) f(x) > 0 sex< — oux > 0;/(x) = Osex = 0;/(x) < 0 se -— < x < 0 

2 L 

h) f(x)>0sex< —— oux>2;/(x) = Osex = -^-;/(x)<Ose <x<2 

2 2 2 

0/(x) < 0 sex< -1 ou0 <x < ^-;/(x) = Osex = Ooux = y;/(x) > 0 


j)f (x) < 0 se x < /(x) = Osex = |;/(x) > 0 sex > y 

3 3 

0 /(x) < Osex< -lou — < x < 2 ;/(x) = 0 sex = -loux= — oux = 2 ; 

3 

/(x) > 0 se — 1 < x < ~ ou x > 2 

w)/(x)<0sex< ^-oul <x< -~;/(x) = Osex = — ;/(x)>0se -ì- <x<l 
2 2 2 2 


oux > — 
2 


9. a) {x E R 1x^1} è){x£ IR I x ^ -lex* 1} c)U 

d) {xE IRIx* -2} e) {x E IR I x s* —2} f) {x E U Ix * Oex ± -1} 


R 1 x < - 

-1 oux^ 1} 

r 2 i 

„ 11 11 

a - 


. 3 J 

J 3 2 J 


9) 

10. a) 


n){/ElRlf=£-lou/2*l} o){xE IR l x 2* 0 e x =£ 1} p)[~ 2,2] 

, T [S [5~ 1 X r . X .X f n 5 1 V IWI . . ri i ~,r 


-J |-,M r) [1,3] s)[0,1] t) 0,| u) {0}u[!,+”[ 
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29. 


a)y = x + 1 b)y = 2x + 3 c)y — ~3x - 5 d) y - ■ 


e)y = 2 f)y = x + y 


30. 

5 V5 

31. 

d- m ~ 2 ^ +1 


2 


m 

32. 

C(r) — 2 000 + 3.000 77 T 2 
r 

33. 

II 

IO 

34. 

A = x ^4r 2 ~ x 2 

35. 

V = irh \ r 2 - —— 

l 4 J 

36. 

a) 


6) h (2) = 4 



37. Quadrado 


38. Divida em partes iguais 


40 10-7T 

39. -—e 


■ + 4 7T + 4 


144 V3 324 

40. -— e 


9 + 4V3 9 + 4^3 


41. a) (x - l ) 2 + y 2 - l 2 


c)|^ + ^ì +y 2 - [j] 



2 f 

ri) 

+ l ; 


\\( 

ri. 

K 


42. a) 3 b) 0 c) | <0 —| «) “2 /) —| 


43. d)y - 3 = 2 (x - l)ouy = 2 x + 1 x +1 


c) y = x 4- 3 


d)y = ~-x 


1 1 4 _ 3 

45. a) y = -x + 3 />)>’ = --x c)y = -x + - d)y- -x 
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3.1 

1. a) Em todo p reai b) Em todo p reai c) Em todo p reai 

d) Em todo p =£ 1 e ) Em todo p =£ ± 1 



2. a) 3 b) 3 c) 1 </) 5 e) 1 /) | $) Vi h) 0 



<0 0 e) -2 y>o 
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1. g) V € > 0, x 5* 0,1 4x ~ Vo I < e $=> I jc I < e 2 . Entao, dado e < 0 e toman- 

do-se 5 = e 2 , para todo jc G Dy 0 5* 0) 

I jc — 0 I < S => I ■yfx - Vo I < e; 
logo,/ 0 ) - 4x é continua em p = 0 

h) V e>0, 1 -€< ìfx < 1 + €<=>(1 - e) 3 <jc<(1 + e) 3 . Dado e > 0e 
tomando-se/ = ](1 — e) 3 , (1 + e) 3 [, 1 Gl, 

xG I =$ \ - €< tyx < 1 + e; 

logo, Ifx é continua emp= 1 

2. Para todo e>0,x : i t 0ep#0, 

1 1 1 1-6» 11 + e/? 

-e< — < — + e <=>-— < — <-—. 

p x p p x p 


Para /? > 0 e 1 — ep > 0 e< — 
\ P 


p x p 1 + e/? 1 - ep 


Entào, dado e > 0, e <—, (p> 0), e tomando-se / — -, -- , 

p Jl + 6/? ì-epl 

p G I,x G I =>--e < - <— + e, logo, f(x) = — é continua em p > 0. 

p x p X 

Analise o caso p < 0. (Veja corno as coisas acontecem graficamente.) 


5. Nào. Para e = ^ nào existe 8 > 0 que toma verdadeira a afìrmagao 

“YxED f , 1 - 8<x< 1 + S=> /( 1)-| </0) </(l) + 

8 . Seja/? racional, entào/(p) = 1 ; se/fosse continua em p, pela conservalo do 
sinai, existiria 5 > 0 tal que/O) > 0 para p~8<x<p +8, que é impossf- 
vel, pois em ]p - 8, p + <5[ existem infìnitos irracionais 


9. a){xGM\x£Z.} 

c) { 0 } (só é continua em 0 ) 


b){xGR\x£Z} 
d){~l, 1 } 


11. a) L — 4; com L - 4 ,f(x) = jc + 2 para todo jc, que é continua em p = 2 
b)L = -1 
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12. a) 4 b) -1 c ) Nào existe d) 6 e) l J) Nào existe 

13. Como/é continua em 2, para todo e > 0 dado, existe 8 > 0 tal que V jc G Dj 

2 — 5<jc< 2 + 5=>8 — e< f(x) <8 + 6 . 

Em particular, para e = 1 existirà 5 > 0 tal que 2-5<jc<2 + 6=>7 </( jc) 

15. Para se ter I/O) - /(/?) I < e basta que se tenha M I x - p I < e. Tomando-se 

« = X 7 . \x-p\<8=>\f(x) -f(p) l<€ 

M 

17. Para se ter I/O) - /(0) I < 6 (observe que/(0) = 0) basta que se tenha 
JC 2 = l*-0l 2 <eoul*-0l< Ve. Tomando-se 8 = Ve, 

I jc — 0 I < 5 => I/O) -/( 0 ) I < e 

18. Observe que I/O) 1** I x I 

20. Suponha que exista p, com f(p) Y 0, e aplique a conservalo do sinai 

21. Aplique o Exercicio 20 à fun?ào h{x) = g O) - /O) 



1 „ 



JC +-2 

X 



JC 2 - 2jc + 1 

JC — 1 

X 

JC 


b ) Observe que 


c) Dado e > 0 e tomando-se 8 = min 


\x- ll<S=>l/ 0 )-/(l)l<e 


ci'cio 23 (c) 


25. Verifique I/O) - /(l)l^7lx - 1 I para x > — e proceda corno no Exer- 


27. b) Dado e > 0 e tomando-se 8 = min \ I/?I, .— 


I jc — /? I < S => I x 3 — /? 3 l<e 


1. a) 4 b) 4 c) —7 d) 5 e) 50 f) 4 g) 2 h) V~3 *) V5 

«0 6 00 m)2 n) 2 o) ± p) -2 <?) r) ^ 

S ) * ^ -- «) — 

4^8 2 2 
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a) 12 b) 


Nào é continua em -1. Em 0 é. 


a) 2x b) 4x+\ c) 0 d) -3x 2 + 2 e) ~-\r f) 3 

x l 

a)~ b) 0 c)x 2 d)3x 2 e)0 f) — g)— l — h) 0 
2 3 ìjp 2 4 $jp 3 

i) ~ j) 42 t) 3 p 2 m) 4 p 3 n ) np n ~ 1 o) - , 1 p ) 

7 n*tjp n - 1 4 

1 2 

?)-— 5 - r)s)2x-3 

Como lim (jc 2 + x) = 2, tomando-se e = —... 


Tomando-se e = 1, existe 5> 0,0 < lx -I < S=> - 0 < 1, logo 

Sugestào: l/(x) -Ll<l=»|f(x)l-ILI<1 (Por qué?) 

r x , [Ve > 0, 35 > 0 

}™ f(x)=L ~{o<\ X - P \<8=>\nx)-L\<e 

/V e > 0, 35 > 0 

{0 < \x - p\ < 8 => I(/(*) - L) - 01 < e 
« lim [/(x) - L] = 0. 

jc —» p 


a) 1 b) -1 c) 1 d) 0 e) Nào existe f) Nào existe g) 1 h) 1 
*) 2 j) 2 l) 1 m) Nào existe 

É falsa 

Nào, pois/nào està defìnida em 1 


a)3/3 b) i c)± rf)i 


a) 3 5) 0 c) 2 rf) ^ 


a) L b) 3L c) 2L d) -L 
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3. 0. ( Sugestào : Verifique que — Ixl 3 ^ *£ Ixl 3 , 


4. b) 0 

5. a) 0 


b) Nào existe 


6. a) 0. (Observe que I g (x) I *£ ^4 ) b) 0 

7. 5)0 

12. Sugestào: Para (=»): ± e A s , 

151 h \h\ \h\ 


1. a)l b) 1 c) 3 cO-1 e) 0 /) 3 g) - h) 0 t)0 

4 

y)0 0^- m)2/> ri) 0 a)-2 />) 0 tf) -77 

2 p 

2. 5)0 

3. a)cosp 5)—sen/> c)sec 2 /? tf)sec/Jtg/? 


CAPITULO 4 


1. a) 0 5) 0 c) 5 rf) 2 «) 2 /) 2 g) - 5) - 

3 4 

0 lim -Ì-=— " lim —-^-=— = 0-1 = 0 

x ^ +a0 x(l + - + ~) x ~* + * x 1 + - + -L 


j) 0 o 3/5 m) 0 «) i o) 1 p) 0 f ) 0 r) 0 


,) um Um -y 

jc ->+00 Jx+l+Jx+3 X->+<» Jx + l+Jx- 
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0. (/(*) = ■ «(*))• 
g(x ) 


A) Aplique a definito de limite com 


1 , 

a ) +t» 

b) -oo 

c) - 

■oo d) +oo e) — 

6 

/) +00 g)0 h) 2 


4 

j)-\ 

DO 

m) 0 



2 . 

Dado e 

> 0 e tomando-se 8 — i 1 , x 

> s=> q/7 

> € 

3. 

a) 0 

W T 

c) +00 

d) -oo 

e) 0 f) +oc g) I h) -oo 

4. 

a ) -oo 

b ) -oo 

C) + 

00 (/) -oc 

> e ) +oo 

8 

+ 

8 

1 

"Se 

i 

8 

1 

<=; 


ì) +oo 

f) -°° 

[) +a 

> ni) +oo 

h) +oo 

o) +00 p) — OC q) +00 


r) -oo 

s) —00 






Aplique a definito com e = 1 


a) 2 *) +oo C ) 1 <*) 0 e) 2 /) 0 g) +oc h) | i) -p-y 


7. a) 


9 


j 
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a) 0 (Observe: — )xl =S/(x) «£ I x I.) 


- 1 + V 5 


1 12 

Seja f(x) — sen — e considere as seqiiencias a„ = — e b„ = -. 

X " «77 " (4/1+1)77 

Verifiqueque lim f(a n ) lim f(b n ). 

n —> +ae n +oc 


CAPITULi 


/(- 1 ) = - l,/( 0 ) = 1 e/é continua em [— 1 , 0 ] 

Verifique que / (x) = x 3 — 4x + 2 tem urna raiz reai em cada intervalo 
[-3,-2], [0,1] e [1,2] 

[i,,i riii e ri,ii 

L 2 2 4 I I 2 8 


c)/(x) = -é continua em [-2, 2J; pelo teorema de Weierstrass exis- 

1 + x^ 

temxj,x 2 em [—2, 2] tais que/(xj) ^/(x) =s/(x 2 ) em [—2, 2j. Assim,/(xj) 


é o valor minimo e/(x 2 ) o valor màximo do conjunto j -^- 1—2 «Sx 2 j. 

a) Seja/(x) = «x 3 + bx 2 + ex + d e suponhamos a > 0. lim /(x) = +oo 

AT —> +3=’ 

e lim /(x) = —oc, logo, existem x t ex 2 , comx. < x 2 , tais que/(x, ) < 0 e 

x —> —yz 

/(x 2 ) > 0. Como fé continua em [x l5 x 2 ] ... 

Seja J = {f(x ) I x G 1} 

1. ° Caso. J nao é limitado nem superiormente nem inferiormente. 

Para todo m reai, existem xj e x 2 em / com/(xj) < m </(x 2 ). 

Tendo em vista a continuidade de/; pelo teorema do valor intermediàrio 
existe c entre Xj e x 2 com/(c) = m. Segue que J = IR = ]—o°, + »[. 

2. ° Caso. J é limitado superiormente, mas nào inferiormente. 

Seja M = sup J. Seja m um reai qualquer em ]—<», M\. Existem Xj, x 2 em I, 
com/(xj) < m </(x 2 ) (por què?) 

Pelo teorema do valor intermediàrio existe c entre x, e x 2 tal que/(c) = m. 
Segue que ]—«>, M[ C J. Por outro lado, para todo x em 7,/(x) « M. Logo, se, M 
nào for màximo de J, J - ] —x,M[; se M for màximo de J, J = ]-«,Af|. 
Analise os demais casos. 
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11. Se/(0) = 0 ou/( 1) = 1 nada ha o que provar. Suponha que nenhuma das situa- 
9 òes anteriores ocorra; aplique o teorema do anulamento a g (x) = /(a) — x 

12. Suponha, por absurdo, que existam u, v em [ a, b J, com u < v, e tais que 
f(u) >f(y). Se/(a) < f(v), pelo teorema do valor intermediàrio, existe cera 
1 a, u [, tal que/(c) =/(v), contradi 9 ào. Se/(v) <f(a ) </(«)... 

CAPITOLO 6 
6.1 

1. a) +<» b) 0 c) 0 d) 0 e) — « f) 0 g) 0 h) + » i) +x j)+<x> 

2. a) b ) c) 
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1. a) 2 b)~ 4 c) -- d) - e)0 f) Nào existe g) 0 h) 5 

2 4 

2 . a)x >—1 A)x < -1 ou x > 1 c)x <0 d) x i=- 0 

e) a* < — 1 (ou a > 1 ) f) x > 0 e a ^ 1 

3. a) b ) c) 



<0 /) 



4. a) +<* A) + 2 c c) —M rf) 0 e) In 2 /) In 2 g) — » 

1 . «) e~ b) e e) e 2 rf) e 2 e) e /) 1 g) e 2 A) e 2 

2. Sugestào: a h = e h ln ° 
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CAPITOLO 7 
7.2 

1. a) 2 c ) 2x 

2 . 2 

3. a) 3 b) 3 c>3 

4. «)3 *)i 05 0-1 0^ 8)4 A) Wr 

5. a) >’ = 4x - 4 b ) v = - - j x + 1 c) x - 6y + 9 = 0 <f) y = x - 1 

6. a) 2x + 1 b) 3 c)3x 2 </) —y e) 5 /) 0 g) - * -3 *) “4 

X Z (x+1)- x ó 


gU)-g(l) _ f 2 se X < 1 
x- 1 1“ 1 se x > 1 



Hm « W “ 8( ’V Um 

x —> l 4 X 1 x — > 1 

gW-g(l) 
x — 1 



15. 

a) 2 

b) 

1 

IV 

16. 

b) 0 


V 

/ 

17. 

b ) Nào 


2 ] 

/] 

<\ 

, \ 

i 

1 




/ 

/ 

1 

1. 

a) 5x 4 

b) 0 


c) 80 


1 3 7 

2. a) 6x 5 Z>) 100x" c) d) 2x e) /) 

g) 1 h) — 3x~ 4 


3. y 



4. y = — 2x + 3 


5. *) ef ~ b) ^ 
5 3/x 4 5 
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7. v-ìx + i 
■ 3 3 

9. v = 4x - 4 


1. y = x • 


2. y = x — 


4. a) 2 X In 2 è) 5* In 5 c ) 7/ In ir d ) V 


6 . a) b) c) —L- d) - 

x In 3 x In 5 x In tt x 


1. a) cos x 


2. v = x 


3. a) -senx b) 0 c ) ~~~ d) -^L 


4. a) sec 2 x 


b ) sec x tg x 


5. y = x 

6 . a) — cosec 2 x 


7. a) — cosec x cotg x 


b) —V2 


t. a) 6x Z>) 3x 2 + 2x c ) 9x 2 - 4x </) 3 + —^r— 

2 Vx 

*> _&r3 s > 3 -4 «- 4-4 

3 VX 2 X Z X 2 X 3 


1) 2x 2 + — x j) —U- + —L=- D 2 - — — 

2 3 \x 2 2 Vx x 2 x 3 


m) 18x 2 + —7= n) 20x 3 + 36x 2 + 2cx 


2. y = 2x 
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Respostas, Sugestdes ou Solugòes 


7. a) 


1-x 2 
(x 2 + l) 2 


^ X 2 +2x + l , 15x 2 - 18x - 15 

*) , , c ) 


d) 


1-x 


2 \x (x + l ) 2 


(x + iv 


e) 5- 


1 


(x ~ l ) 2 


(5x - 3) 2 
1 9x 2 

f) -é-" 


2 Vx (a:' 5 + 2) 2 


3 x — tfx 4$x 3 (3 - x 2 ) — 7x 2 + 3 

£) ——— «) 


6x v'x 


* ‘ ) i- 1 '4M 1 ’7 


b) g' (x) > Oem ]—1, 1[ 
g' (x) < 0 em ]—», -1 [ 
e em]l, +°°L 

c) 0 


4 $x 3 (x 2 + 3) 2 



n v ^ c , s (x 2 + 1) sen x + 2x cos x , 

9. a) 6x — 5 sen x 0) ---r--- c) sen x + x cos x 

(x 2 + l) 2 

d)x[2tgx + x sec 2 x] e) .‘8 *-(* + !) sec 2 -c ^ -3 (cos * - sen x) 

(sen x + cos x) 2 


tg 2 x 


g ) 


sec x [3x tg x + 2 tg x - 31 


A) sen x [2x - 1] + cos x [x 2 + 1] 


(3x + 2) 2 

.. sec x f 1 + 2x tg xl .v ^ ^ 2 

*) —- j =—^-*4 y)-3 sen x + 5 secxtgx 0 cotg x - x cosec , 


2 vx 


/w) 4 sec x tg x — cosec 2 x «) 2x + 3 tg x + 3x sec 2 x o) ———— + ^ ^ x 


P)~ 


x(x + 1) cos x + sen x 


q) 


1 + X cotg X 
cosec x 


r) 


3x 2 +— —— (x 3 +Vx)cotgx 


2 Vx 
2 


s) 


(x — 1) cos x — (x +1 ) sen x — 1 
(x— cosx) 2 


10. a) (2x - 1) sen x + x cos x b) 0 

c ) (6 a - 1) sen (3a) + 9a 2 cos (3 a) d) (2x 2 - 1) sen x 2 + x 4 cos x 2 
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11. a)f' (x) > Oem 0, ^ eem 2 tt b) ^ \ 


TT 577 

/'(x)< Oem —,— 
4 4 


->/rh-4- 


5 2 e x 

12. a) x e x [2 + x] b) 3 + - c) e x [cos x - sen x] d) —- —j 

x [1 “ e J 

e) 2 x In x + x + 2 e x f) —-— x — * g) 5x [ 1 + 2 In x] 

[jc In xY 

ls e x [x - l] 2 1 - In x xe x 

A) l?TiF "ùtf 

14. a) e x Lcos x + x cos x - x sen xj b) x [( 1 + In x) (2 cos x-x sen x) + 

+ cos x] 

c ) e x [sen x cos x + cos 2 x — sen 2 x] 


d) e x h + (1 + Vx ) (tg x + sec 2 x) 
2 Vx 


1. d)f (x) = 16x 3 + 2 J" (x) = 48x 2 e/'" (x) = 96x 

b) f (*) = --L f" W = 4 ef "' W = - -T 

X 2 X-' X 

c) f (x) = 10 X + /" (x) = 10 - p- e/'" (x) = 60x~ 6 

</)/' (x) = 9x 2 - 6,/" (*) = 18x e/'" (x) = 18 

w/ v _ J x 2 se x > 0 f 2xsex>0 rtó= f 2 se x > 0 

e)/(x) |_^ 2 se x < 0 > f ^ j—2x se x < 0’ * ' ' \~2 se x < 0 

/'" (x) = Oparax * 0 


2. a)/(x) = 


x 3 sex 5*0 /v , J 3x 2 se x ^ 0 /•» / \ _ f 6x sex 3*0 

—x 3 sex<0’ ]-3x 2 sex<0 [-6xsex<0 


[2x + 3 se x ^ 1 f 2 se x < 1 

b)f'(x) =15 se x > 1 e V ^ _ 10 se x > 1 


3. o)/ 00 « = «* 


*)/ < " > ( V) = 


(—1) 2 cos x se n for nnpar 

W 

(— 1) 2 sen x se n for par 
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c ^f( n) = < (— 1) 2 sen x sen for impar 

(— 1)2 cos x se n for par 
rf)/ (n) W = (-l)" +1 (n- 1)! x~” 


1. a) ÉL - 15x 2 + 6 = 1 _ c) — = _ 1 _ 

dx dt 5 /2 dt (t + l) 2 

dv . dy u In u — u — 1 dx 2 t 

d) JL = cos t - t sen t e) ~ = --—— f) = f e 1 (3 + t) 

dt du u (In uY dt 


g) ÉL = e 1 [tg t + sec 2 t] 
dt 


/j) dy _ 3x 2 senx—(x 3 +l)cosx 


Ì) ÉL = sec u [1 + 3 u tg «] -, dx_ _ _ 3 _ _ _4_ 

du 3 ^2~ dt t 2 t 3 


[) — = e* [cos f - sen t] m) — = 10v - ~ n) — = 47rr' 


o)^=v p)*l = mv = 

dv dv dx x 13 x 7 


2. a ) x 3 (4-Vx + 5) 
2 Vx (x + VV)■ 


4. 36 


dt . , ^ > dt\ 

5 dy_ = _dx _ l, fifx J . dy _ 2 _ 

dx (x + r) 2 ’ dx x - j 9 


« 12 1 

8. a) 6x b) 2 cos t — t sen t c ) 90x 8 H-r d) - 

x J t 


e) - 2 e l sen t 


fi e (^ 2 - 2jt + 2) 

X 3 


1. a) 4 cos 4x b) —5 sen 5x c) 2 e ix <f)“8sen8x 


e) 3 1 1 cos r 3 f) —-— g ) e sen f cos / h) sen e x 

2 t + 1 
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2 3 

i) 3 (sen x + cos x) (cos x — sen x ) j) — ,_ 

2 J3x + : 


i_3 £±1 


3(x + l) 2 \{x-l 


m) -5e 5x n )——— o) e tgx sec 2 x 
t 2 + 3t + 9 


p ) —sen x cos (cos x) q ) 8 1 ( t 2 + 3) 3 r) — 2x sen (x 2 + 3) 


t ) 3 sec 2 3x u) 3 sec 3x tg 3x 


2 Jx + e x 


2 . 10 


4. a) e ix (1 + 3x) b ) e x (cos 2x - 2 sen 2x) c) e x (cos x - sen jc) 


d) e~ 2t (3 cos 3t~ 2 sen 30 e) -2xe~ x2 + —- 


" J) _I_ 

2x + 1 (e f + <T') 2 


g ) 5 sen 5* sen 2jc + 2 cos 5x cos 2x 3 ^-x + gX y ^_ e ~x + 

sen 2 2x 


i) 3 t 2 e 3 '(1 - 0 


j) e x 2x In (1 + Vjc ) + - 


0 3 (sen 3x + cos 2x) 2 (3 cos 3jc - 2 sen 2x) m) e e = 

2^e x + e~ x 


4xVx + e sx 


x 2 + 1 4Jx 3 + xe^ x 


p ) In (2x + 1) + 


6x [In (x 2 + 1)J 2 


r) sec x s) —9x 2 cos 2 x 3 sen jc 3 


. sen 2 x + 2 cos 2 x . 

0-=- u) e 

sen J x 


(1 + 20 In (3f + 1) - -z~-—r 

21 _ + 1 

[In (3f + l)] 2 


5. a) —25 sen 5/ b ) —16 cos 4 1 c ) — w 2 sen wt d) 9e 3 * 

e ) 2 e ~ x2 (2x 2 — 1 ) /) £^±11 g) 20 ^) A) 

(x + l ) 3 (x 2 + l ) 2 (x - l ) 3 


0 é~ x - 4e ^ j) e x (4 sen 2x - 3 cos 2x) l) - p- 

(x 2 + l ) 3 
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m ) 2 (3x 3 + 3x 2 + 3x + 1) w) -2 [4 sen 3x + 3 cos 3x] 

(x 2 + x) 3 e x 

o) 4e ^ (x - 1) p) —cos x cos (cos x) - sen 2 x sen (cos x) 

q) 8 x 3 + 30x 2 + 24x+ 10 r) e^_ s) 2 (-x 3 - 3x 2 + 1) 
(x 2 - l) 3 x 3 (x 2 + X + 1 ~ 

_3_ 4x + 12 

^ (f 2 + 3) Jt 2 + 3 9 3/(x + 2) 5 


(x 2 + x + l) 2 


4x +12 


H) 9 ^/(x + 2) 5 


12. ±2 


13. 1 ou 2 


16. a) 3 sec 3x b ) 4 sec 4x tg 4x c) — 2x cosec 2 x 2 

d) sec 2 x sec (tg x) tg (tg x) e) 3x 2 sec x 3 tg x 3 f) 2x sec 2 x 2 e'% xl 
g) -2 cosec 2x cotg 2x h) x 2 [3 tg 4x + 4x sec 2 4x] i) 3 sec 3x 
j) —e x sec x 2 [1 - 2x tg x 2 ] t) 6x (x 2 + cotg x 2 ) 2 () - cosec 2 x 2 ) 
m) 2x [tg 2x + x sec 2 2x1 


23. b) 7 


c) y = 2x - 1 


30. 8 


1. a) 5 X In 5 + 


b) 2x 2 X In 2 + 2 ■ 3 lx In 3 


c ) 2 * 3 2x +1 In 3 ■ 


(x 2 + 1) In 2 


d) (2x + l)-* ln(2x + l) + 


e) x sen 3jr 3 cos 3x In x + ■ 


j) (3 + cos x)* In (3 + cos x) - 


3 + cos x 


g ) x [(1 + In x) sen x + cos x] h ) x* 2 +1 2x In x + 


t) -d + 0 * In (1 + 0 


j) (10* + 10 *)ln 10 


0 (2 + sen x) c 


-3 sen 3x In (2 + sen x) + 


cos x cos 3x 
2 + senx 
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m) 


x x (1 + In jc) 


1 + x* 


f i Y 

r ln (i + ±)—i__i 

i + - 

l x) 

L l x) !+*_ 


O ) JC 


'V[ 


(1 + In jc) In jc 4- — 

JC 


P ) TTX 


7T — 1 


+ 7T* In 7T 


q ) (1 + x)* 


-e x In (1 + jc) + 


1 + .v 


3. a) (jc + 2 f In (x + 2) + jc (jc + 2) 


JC - l 


b ) 2x (1 + e x ) x In (1 + e x ) + x 2 (ì + e x ) 


— 1 -JT 


c) (4 + sen 3 jc)* )n (4 + sen 3 jc) 4- x (4 + sen 3 jc)* 1 (3 cos 3 jc) 

d) 2x(x + 3) x2 In (x + 3) + jc 2 (jc + 3)* 2 _1 

e ) 2x (3 + tt) x2 In (3 + n) f) 2 ttx (jc 2 4- l) 77 1 


7.13 


, _ -1 + 4r 2 + 4 jc + 1 




2jc 


3. 


4. a) — = — b) ^ = - 2xy 1 


dy _ jc 

~dx~ 7 


dy _ _1 


d)^L = 


dx 3>’ 2 + jc 2 
d\ jc 


c ■)&. = -- 


>• 


,2 


dx 1 + 5v 4 


dy_ = 

dx 

j>4— 


g) V -i- 

dx v +1 


e) 

h)OL = - 


f) 


dx 

dy 


2xy + 2 

1 -y 


dx 4y dx x + 3v 2 

dy _ _ 2xy i + v 


dx 


2x 


dx 


l)*L = 


3jc 2 v 2 + jc 

y 


i ) dy_ = y + 


dx 


x 2 + y 2 + 2 y dx 5 - sen y - x 


m)— = 


xe y + x 


1 


dx 2 + cos y 


5. >’ = -i-jr + l 


* , yoy _, 

6 * + 


8. a) 1 


b ) y-l = ~-(x-ì) 


11 m y = -( X + 3) 


7.14 


2 

1. a) dy — 3jc dx 


c) dy = 


1 


(jc + l) 2 


die 


è) dy = (2x — 2) dx 


d) dy = 


1 


3^/jc 2 


dx 


Respostas , Sugestòes ou Soluti 


2. a) dA = 21 di 3. a)cW = 477r 2 dr 

4. a) dy = (2x + 3) dir *) (dx) 2 


1. a) 2 - 2? 

6) -2 

c) v (?) > 0 em [0, 1 [ 
v (t) < 0 em ]1, +oo[ 

2 . a)\ 

3. a) v (?) > 0 em ]0, 2[ 

v(?) < 0em]2, +*[ 
b) a(t)> 0 em [0, 1 [ 
a (?) < 0 em ]1, +oo[ 
C) — oo 



*)0 



7. a)f (0 > Oem ]-oo, -2[ eem ]0, +»[ d) 

f (?) < 0 em ]—2, 0[ 

b) f" (?) < 0 em ]—oo, —1[ 

/" (?) > 0 em ]—1, +«[ 

c) +oc e oo 

8. a)f (?) > 0 em ]—2, 2[ d) 



/'(?)< 0 em ]—oo, -2[ e em ]2, +=c[ 

*)/"(0>Oem]-VÌ2,OL 
eem] Vl2, +oo[ 

f" (?) < Oem]-oo, - Vl2 [ 

e em ]0, VI 2 [ 



2 
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10 . C ) 



11. Ponto de abscissa x = — 
6 


15. (-2J) 


17. (cm/s) 


0,9 

18. (m/s) 

IOOtt 


19. — = 1 - cos 6 e — = sen 6 

di dt 


1. a) y = — 3x e y = —x 

c ) y = —2x + 3 e v = —x + — 
2 2 


b) v = — x + -ey = — 12x + 98 
12 3 


d)y = 2 e x = 


1 1 

2 . v - -x — — 
'2 16 


4. >’ = 2* 


3. y = 6 x — 2 ou >’ = 6 x + 2 


12 12 
5. y=- 3 *-v oay= r + v 


6. a) (1,1) 


7. y = — 3x ou y = —4x 


*) y=--*+- 
2 2 

8 . ( 0 , 12 ), (- 2 , - 12 ) e fi 351) 


9. Pontos de abscissas — e - — 10. y = 3x + 2 

2 3 


11 . y = --* + - 
3 3 

13. ±1 


12 . {a, b ) tal que b <a 


14. -1 


15. y = —x + — ou y — x + —. 
' 4 4 
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593 


a) — b)l c)-ir d)0 e)0 f) —^ L g) 0 h) i) 1 


4 VF ,/l + V7 A) JT+ 9x 2 c > I1 + 2 * 2 In 5] 


d) (2 + sen x)'* In (2 + sen x) + • 


e) sec x f) e* 2 [21 sen 3/ + 3 cos 3 1 ] g) In -I + — 2 

t 2 + 1 t 4 - 1 

3x 2 + 4 at 1 3t 2 — t 4 é 3x(4 + ;t 2 )sec 2 3 jc + (4 - x 2 )tg 2x 

’ 2 (X + 1) 4x + 1 l > (ir2 + 1)3 /) (.,2+4)2 

0 sec* m) ^ CVM v " Sec f tg^ -21 V( , + x) 

2x z 


o) ig* x />) ? /7TT2 tf) - 


(2-VJ)2 


( 2 3f + 2 -3r)2 


2 Vx cos v 7 * )_6 * * cos 3 * M > ~ 5 cot S 3 5 * 


y cos xy 
3y 2 + x cos xy 


y x In y 


2 y - xy 1 


y sen x — cos y 
cos x — x sen y 


>•-5= ~(x- 1) ey — 5 = H <* - 1 ) 

x + y = 2 ou x + y = -2 
x + 4v = 9 ou —x + 4v = 9 


0,5 m z /s 

0,064 7r 3 . 
—-m7s 


0,3-0,4M 
*•2 
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13. 

0,1 . 

-cm/s 

3 


14. 

0,003 m/min 


17. 

1 

a = — 

3 


21. 

a) 2x + 2 

b ) 4x 3 + 4x 

22. 

a) cos (sen x) b ) —x 2 c) 

2 In (x 2 + 1 ) d) 

1 +[In (x 2 + 1)J 2 

23. 

à) cos (sen x) cos x 

b) 1 

25. 

», 

1 

K> 

“1 * 

II 



dP 

2 

27. 

a) h" (t) = —9 cos 3 tf' (cos 3r) 

4- 9 sen 2 3f/" (cos 3/) 

28. 

a) v 2 + 2? 2 >’ 3 

b) 3 

29. 

a) cos y + (x 4- sen v) (cos 2 y — 

x sen y) 

34. 

P(x) = P(\) +P'(\)(x- 1) + 

V ' O! 


*2 <^<2 


(x — 1 ) , ou seja, 


P(x) = 6 + 5(x - 1) + 3(x - ir + (x- ir 
x 101 1 ,8 „ 1 


39. a) — 

98 

41. a) 1 è) 


|N 1 V 8 . 1 

è) c)- <0 — 

18 17 2 


<0 +» «) 7 ^ 

4 7 


CAPITOLO 8 
8.1 


«\ ^ «-v 71 rv 7T 

' ~T ^"T °i 


3. f )i rf) V2 e)* f)x g)j h )0 


Respostas, Sugestoes ou Soluti 



10. a) y = In (x 4- «Jx 2 + 1 ) 

b) 



1 . a) are tg x + — b) ~^=JL —- c ) d) 

1 + * 2 Vi - 9x 2 VI "* 6 

6 

~ 2 ^ . £) e 3 * 3 are sen 2x + — 

1 + (2* + 3 Y vi - e 2 * [ vi 

^ 3 (1 + 16x 2 ) cos 3x are tg 4x - 4 sen 3x _ ? are tg 2 v f 

(1 + 16x 2 ) (are tg 4x ) 2 + l 

X 

are tg x + —-■, cos 2 x + 2 x are tg x sen 2 x 
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Z) -3e 


—3jc 


(1 + x 2 ) are tg x 


m) 


-e x are tg e x + 


1 + e 


2x 


tg x — e x are tg e x sec z x 


tg 2 x 


3. *'(1)= Ie*"(l) = -| 

2 o 

4. b ) 



6 . 


7. 



A > 1. 

~ 1 


CAPITOLO 9 


c)g(l)=l,g'(l)= | 


c)ff'(0) = 1 



9.2 

1. a) Est. cresc. em ]- QC , OJ e [2, +*[ 


b) Est. cresc. em ]-«= 



Est. decresc. em [0, 2] 


Est. decresc. em 
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l ) Est. cresc. em [—In 2, +»[ ni) Est. decresc. em ]—Or e em 

Est. decresc. einj-^, -In 2] JO, +» [ 

♦ + 



[2, +*f 



p)Est. cresc. em [—1, +»[ </)Est. cresc. em]-*, 01 e fi, 2] 

Est. decresc. em ] —», - 1J Est. decresc. em [0, 1] e 

f2, +»[ 



r) Est. cresc. em [ 1 , +»[ s) Est. cresc. em 1 -», 0] e [2, +»[ 

Est. decresc. em ]-», 0[ e ]0, I] Est. decresc. em [0, 1[ e J1, 2] 
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t ) Est. cresc. em ]0, e] 

Est. decresc. em [e, +» 


Observe: s (.r) = — x H--- 

2 2(x-l) 

u) Est. cresc. em ]—», OJ 
Est. decresc. em [0, +»[ 




2. [-2,-1] 3. Cada um dos intervalos [-3, —2], 

[0, 11 e [1, 2] contém urna raiz. 

4. a < -27 ou a > 5 

5 . a) +» b) 0 c) +» d) 0 e) 0 f) +» 

6. a) Est. cresc. em]-», 0[ e [2, +»[ b) Est. cresc. em [e~\ +»[ 

Est. decresc. em ]0, 2] Est. decresc. em ]0, e ~ l ] 

* 


c) Est. decresc. em ]0, 1 [ e 11, e] d) Est. cresc. em [e 1 , +»[ 

Est. cresc. em [e, +»[ Est. decresc. em ]0, e ]. 
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1. a) Conc. para cima em ] 1, +»[ 


Conc. para baixo em ]—», 1 [ 


Ponto de inflexào: 1 


b ) Conc. p/cima em 


Conc. p/baixo em]-«>, — [ 
6 

Ponto de inflexào: — 


c ) Conc. p/cima em ]1, +»[ 
Conc. p/baixo em ]— », 1 [ 
Ponto de inflexào: 1 


e) Conc. p/cima em Jln 4, +»[ 

Conc. p/baixo em]-^, In 4[ 
Ponto de inflexào: In 4 

g) Conc. p/baixo em ]—», — V3 [ 
e 1 0, v3 L 

Conc. p/cima em ]- V3,0[ e 
]V3,+»[ 

Pontos de inflexào: ± v 3 e 0 
i) Conc. p/cima em ]e 2 , +»[ 

Conc. p/baixo em ]0, e [ 

Ponto de inflexào: e 2 

[) Conc. p/baixo em]-», 0f e em ]0, 
Conc. p/cima em ]1, +»[ 

Ponto de inflexào: 1 


n)Conc. p/baixo em ]-», 0[ 
Conc. p/cima em ]0, +»[ 
Ponto de inflexào: nào ha 


d) Conc. p/cima em ]—», -1 [ e 

] 0 , +»[ 

Conc. p/baixo em ] -1,0[ 
Ponto de inflexào: — 1 

f) Conc. para cima em ]—», — 

e]V2, +»[ 

Conc. p/baixo em ] — V 2, ■yjZ [ 
Ponto de inflexào: nào ha 

h) Conc. para baixo em IR. Nào 
ha ponto de inflexào 


j) Conc. p/cima em ] - », 0[ e ] 1, + »[ 
Conc. p/baixo em J0, 1 [ 

Pontos de inflexào: 0 e 1 

m) Conc. p/cima em ]—», — v3 [ 
e em ]0, v'3 [ 

Conc. p/baixo em 1 — V3 » 0f 
e em ] V3 , +»[ 

Pontos de inflexào: ± V3 e 0 

o ) Conc. p/cima em ]0, +»[ 

Ponto de inflexào: nào ha 


2. a) 


c ) 
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e) 1) 



10 + 4 b + c # 0 


9.4 

99 -i 

1 . a) 2 b) — c) +»■ d) +oo e )0 f) 0 g)0 h)e 2 ì) +» 

j)+» t) +» m) +» n) 0 o)0 p) 0 q) 0 r) 1 s:) I 
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9.6 

1. a) 1 é ponto max. global b) — é ponto de max. global 

— 1 é ponto de min. global 

c ) Nào ha ponto de max. locai nem de d) 1 é ponto de max. locai 
min. locai 2 é ponto de min. locai 


e) 


3 

2 


é ponto de min. global 


f) 1 é ponto de max. global 


g) 0 e 2 ponto de min. globais /;) — ponto de max. global 

4 

1 ponto de max. locai tt ponto de min. global 

0 - 1 e 2 ponto de max. globais j ) a é ponto de max. global onde a é 

0 e 3 ponto de min. globais a raiz da equafào 1 — x 2 s ec 2 x = 0. 
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l ) — 1 e 1 ponto de max. locais 
0 e 2 ponto de min. locais 


6 . 


n) 0 é ponto de max. locai 


o ) - 

y é ponto de min. locai 


4 

Quadrado de lado — 

2 

3. 

1 

2 

m 

5. 

2/? 



V3 

4 R 

7, 

a 




Tangente no ponto de 

9. 

Base 


m )2 é ponto de max. global 


é ponto de min. locai 


1 

V2 


abscissa p = 


V3_ 

3 


10. Raiodabase 3 j— e altura 3 11. y — 2 = - 3/2 (jc -1) 

x \ 377 V 77 

B 


12 . 


x = 40 /Tm 


13. (1, 1). O coef. angular da reta que 

passa por (1, 1) e (3, 0) é e o 
2 

da reta tangente era (1, 1) é 2. 


25. 


26. 


28. 


V2 1 , 

-—, — | ou 

2 2 


2 


l 2 '2 t 


27. t = 


VÌ4 


É o retàngulo em que —, 0 ) é um dos vértices. 
\2 


29. —, -L 


2’ 4 


30. É o retàngulo de vértices (p, 0), 




p 1 + p 


onde 


9.7 


p = 4 3 - 2 ^ 2 . 

1. a) -1 e 4 pontos de min. locai 

0 ponto de max. locai 
c) 1 ponto de inflexao horizontal 

e) 1 ponto de min. locai 


b ) — I— ponto de max. locai 


3 

fi 

TI 3 


ponto de min. locai 


14. 

(V2, V 2 ) 

15. / = 0 



17. 

r= 1 e/i = 1 

18. ? = 3. 

j 9.8 


19. 

« = 4 

20. 

1. /(—2) = 7 valor max. 

2* /( 


75 m 


22 . 


V3 


23- <7= 10 e L ra , x = L (10) 


y ~ —2px + 1 + p 2 onde p = ^4— ou p = - -4— 


/(3) = — — valor min. 
4 


/(-3) valor min.;/(—2) 
valor max 

/ (—1) valor min.;/ (0) = 
/(2) valor max. 


rf) — 1 e 0 ponto de max. locai 

— ponto de min. locai 

f) 0 ponto de min. locai 
2 

— ponto de max. locai 


/(l) = 0 valor max. 


r 377 

4. / — valor màx.;/(0) valor min. 

4 


6. f valor max. 

Nào possui valor minimo. 


24. 
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CAPITOLO 10 


2. y — e A 


3. x(t) = e 2 



9. a)y = e 2x b)y=—e x c)y = 2e2 d)y = ~l- e ^ 2x 
10. y = e~ x 


11. a) y = $2x 2 + 1 


b)y = e 0-COSX) 


1. a) — + k b)ix + k c )— +x + k d) — + — + x + k 


3 2 


e) ^r + * /) ^- + * 2 + 3* + * ?)-- + * 

4 4 1 - 2 2* 2 


0 - V? + Jfc /> 4 0 


+ In x + fc wi) 2 jc H— 


#0 -* 2 +bx + k o)x 3 + ~--^- + k p) — 4x* ~- + k 

2 2 2x 2 3 x 

q)2lnx-- + k r) — +3 x + k 

x 1 

X 4 1 

s ) — + —=- + k t ) — + In x + k 

2 3x 3 2 

3. a) — e 2 * + k b) —e x + k c ) + 3e x + k d) — sen 3x + k 

2 2 3 

e) —— cos 5 x + k f) — e lx - — e~ 2x + k g ) —-cos x + k 

5 2 2 3 

h) 3x + sen x + k i) — ( e x - e~ x ) + k j) e~ 3x 4- k 
2 3 

11 X 

l) — cos 3x + — sen 5 x + k m) In x + e x + k ri) —2 cos — + k 

3 5 2 
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c)y = e x - 1 


d) y = are tg x 




L 


CAPITOLO 11 
11.5 


1. 7/2 

8. 10 


2. 2 3. 2 4. 0 5. 2 6. 12 7. 4/9 

9. 8/3 10. 3/4 11. 0 12. -4 13. -1 


11.6 


14. 

16/3 15. 

2 

16. 12 

17. 

15/4 18. 

8/9 19. 45/8 

20. 

13/10 21. 

32/3 

22. 0 

23, 

. 0 24. 

15/8 25. 253/6 

26. 

-21/8 27 

. 7/8 

28. 7/3 

29. 20/3 30 

'. 19/3 31. 20/3 

32. 

19/24 33. 

11/8 

34. 9 

35. 

47/6 36 

. 0 37. 2 + ln3 

38. 

In 2 + — 

2 

39. 

— 40. 

4 

2 

3 

41. 

1 

1 

Ni 

^1 4 

43. 

2-V2 

2 

44. 

“(e 2 -D 

45. 

77 46. 

j (1 - cos 5) 

47. 

— 48. 

6 

3 

In 2 

49. - 

1 

50. In 2 

51. In 2 52. 0 

53. 

1 54. 

4 

77 

7 

55. — 

4 

56. 

^ 57. 

4 

1 58. — 

In 3 

59. 

3e — 1 



60. 

4-77 


1 + In 3 



4 


1. 

Àrea = 20 



2. 

Area = — 



y - x -' 



y = \Tx~ 


3. Àrea — — 



4. Area : 


32 



M 
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j 

! 

) 5. Àrea = 4 


1 



À * in 2n 


7. Àrea = — 
3 



6. Àrea = 1 



8. Àrea = 21 




-1 
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15. Àrea = 2 (V2 — 1) 



17. Àrea = — 
2 



19. Àrea = — 
3 






16. Àrea = — 
6 


18. Àrea = — (12 ^3 -n- 12) 
6 



25. 1 



I 
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3. a) -cos x + k b) — — cos 2 x + k c) — sen 5 x + k 
2 5 

d) — — cos 41 + k e) — sen It + k f) —}= sen \3t + k 

4 7 V3 

11 1 x 2 1 

g ) —x — — sen 2x + k h) 2x — — cos 2 x + k i) —— + — sen 3x + k 

2 4 6 2 15 

4 15 

j) In Ixl - — cos 3 x + k 0 — x -ì -sen 7x + k 

3 3 14 

m ) — sen 2>x ~ — cos 4x + k n ) — — cos 2x + — sen 3 x + k 

3 8 6 6 

o) —2 cos x + k p) — sen 3 jc + — cos Ix + k 
9 49 

q ) cos 3^ + ^ 


b) 2V2 c) j 


5. b) —x — — sen 2x + k 
2 4 


6. a) — x + — sen 4x + k 
2 8 


b ) — x + — sen IOjc + k 
2 20 


c) —x — — sen 6 x + k 
2 12 


d ) —x + — sen x + k 
2 2 


e) —x + — sen 2x + — sen 4x + k f) — x + — sen2x+—sen4x+fc 
8 4 32 8 4 32 


g) x - — cos 2 x + k 


h) x + — cos 2 x + k 
2 


i ) —x - — cos 3x — — sen 6x + k j) —x — sen 2x + sen 4 x + k 
23 12 2 8 


7. «)^ + A 
16 8 


* \ \ TT | « rv 3 7T 

b) 7 c T + 1 40 le 


8. 4 V2 

10. a) -In I cosx I + k b)tgx + k c)tgx — x + k 


d) In I sec x + tg x I + k e) -In I cos 2x1 -V k 
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l) — — cos 4 x + k m) — sen 6 x + k n) 2 In I x + 3 I + k 
4 6 

o) — In \4x + 31 + k p) — In (1 + 4x 2 ) + k q) — In (5 + 6x 2 ) + k 
4 8 4 

u )-- — T + k v) —ì— + k x)-—e~ x2 +k 

2(x — l) 2 cosx 2 


2. a) Ifi-iì b) 

2 l e ) 5 2 


c) ~ In 3 d) — In — 
2 6 4 


C)V 2-1 filzJL g) ±. «I o| m of »>f 


- X 1 1 f W X Sen 

3. a) — sen 3 x + k b ) — j- 


5n 5 x sen 4 x sen 6 x , , 

-5— + k c) ---+ k 

5 4 6 


d) — I Vcos 3 x + k e) - 1 ^(1 + cos 2 x) 3 + k 

f) j t/( 5 + sen 2 *) 3 + k g) —cos * + I cos 3 x + k 

2 1 1 1 
h ) senx——sen 3 x+ —sen 5 x + it i) — tg 4 x + k f) — tg 2 x + & 

/) I sec 3 x + k m) — sec 6 x — — sec 4 x + k 
3 6 4 

ri) — I (3 + cos x) 3/2 + k o) —L_ + k p) -+ k 

3 cos x 2 cos z x 

q) —x - — sen 4x + k r) sec x + cos x + k s) — In 13 + 2 tg xl + k 
8 32 2 


4. a) 2 In I x — 3 I + k 


*)51nlx - 1 1 + 2 In Ixl + k 


c) - In I2x + 31 + k 
2 

e) x — In I x + ll + fc 


d) — + 31nlx-2l + * 
2 

/) x + 3 In I x — 1 I + k 


g)2x+ lnlx+ 1 I + k 


h) (x + V 2 — 2(x+ l) + lnlx+ Il +k 
2 


6. a)— — lnlx + lH—In Ix — 11 +& b) In Ixl + — In Ix — 21 + k 

2 2 2 2 
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c) I In \x - 21 + 1- In \x + 21 + k d) - In \x - 21 - - In \x + 21 + k 
12 4 4 

è) — 8 In I jc — 11 + 13 In I * — 2 I + £ /) In I jc — 2 I + £ 

*)-21nlx-2l + 2Inljc-3l + * h) -4 in I* + 1 I + 5 In I x + 21 + k 


1 x 

8. a) —j= are tg —j= + k 
m5 V 5 


b) are tg — + k 


. VIÒ t , 


e) - In (5 + x z ) + k 


‘ > 7s m *7s +k 

fi 4 ln(l + 4* 2 ) — — are tg 2x + k 
4 2 


g) j In (4 + x 2 ) - ~ are tg ~ + k h) A. In (1 + 4jc 2 ) - 2 are tg 2* + * 

i)arctg(x + 1)+ fc y) are tg (* + 1) + k t) ~ are tg x t- 2 + k 

V5 5 V5 

m) — are tg ——-f k ri) -y=- are tg j~ -f k o) 2 are tg (jc + 1) 4- k 


10. a) — 


8(16 +jc 4 ) 


- —j-j- + k b) — In (16 + x 4 ) + k e) — are tg ——f k 


8 ° 4 


d) - — In I cos 2x I + k e) In I In x I + k f) k 

2 In jc 


g)tgx - x + k h) are sen* + k i) — are sen 2 x + k 

2 

j) —— v'i ~ 4jc 2 + k l) are sen — + k 
4 2 

m ) ~~ V'i “ 4x 2 + Aarc sen 2x+ k n) — are sen — + k 
2 2 3 2 

o) ~ are senjc 2 + k p)aic sen e x + k q) -2 -Jl — e x + k 
r) are sen (In x) + k s) 2 are sen (jc + 1) + k t ) are tg e x + k 

u) ^ In (1 + 3e x ) + k r) sen (In jc) + k jc) ~ are tg jc 4 + k 


1. a) (jc - 1) e x + k b) -x cos jc + sen jc + k e) e x (jc 2 - 2jc + 2) + k 


+ ^ e) jc (In jc - 1) + k f)± x i(\nx-±yk 
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0 In 


1 + Jl + x 2 


+ A 


.,9 x-1 , (Jt - 1) Vf - (Jt - l) 2 , , 

j) — are sen-1- 2 -1- A 

2 3 2 

l) Fa§a 2x = 3 sen t 


m) -x 2 + 2x + 2 = 3 - (x - l) 2 ; 
fa$a jc — 1 = 43 t 


ri ) 2 are sen 


x — 1 x - 1 


/4 - (jc - l) 2 + A o) - 




- +A 


2 . * 


3. nab 


4 . a) ( * + 1)13 - ( * + 1)12 + <* + 1)11 + k 


13 


11 


b) j(x~ 1) 7/2 + -j (x - 1) 5/2 + j (x - 1) 3/2 + k 


c) 2 — In (1 + 4x)) + k 


d) - 


\ + 4x (i + 44) 2 


+ k 


e) - 


---=- - -— T + k f) -(2x+l) 3/2 --(2x+l) 1/2 +k 

3 (x + l) 3 4(x + l) 4 6 2 


i-^ 


1 + 


g)2 4\-e x + In -— V * + k *) j(l+V^) 5/2 -^(l + V^) 3/2 +A 


!< 


*) — are sen (jc — 1) — — J2x - x 2 (jc + 3) + k 
2 2 v 

/) are tg ^ + + k l)[ — -— ì are sen jc + — Jl - jc 2 4- A 

2 2 l 2 4 J 4 * 

m) — (are tg x) 2 (1 + jc 2 ) — x are tg jc + — In (1 + x 2 ) + k 
2 2 

n) (x + 1) are tg Vx — + k o ) + x - — In (1 + e 2x ) + k. 


6. a) — In (4 + jc 2 ) + — are tg — + k Ò) — In (9 + 4C 2 ) — — are tg — + k 
2 2 2 4 6 3 


c) — In (jc 2 + 2x + 2) + 9 are tg (jc + 1) + k 
2 

~ 3 . , 2 , . 7 . 2x + 1 , , 

d) — In (x + x + 1) - —j=r are tg —+ A: 

2 V3 V3 

e) In (jc 2 + 4jc + 5) - 3 are tg (jc + 2) + k 

f) — In (9 + jc 2 ) - — are tg — + A 

2 3 3 


_ 3 42 1 1 

7. -are sen —+ — 

2 V3 3 


8 . 


4 - 3 In 3 


9. a) x = 3 sen t b) jc = 3 sec / c) x = 3 tg / d) x = sen t 

e) 2x = 4l sen t f) 2x = 43 sec t g) 2x = 43 tg t 

h) 4$ x = 42 sen t i) >/3 jc = 42 sen / J) 43 x — V2 sec f 

/) jc - 1 = w 2 , u > 0 m) 1 + e* - u 2 , m > 0 n) jc + y = tg t 

o) 1 + Vx = ? 


12.5 


1. -In 
4 


x — 2 


jc + 2 


+ k 


2. -21nlx-2l + 31nlx-3l + k 


3. -! In I x 2 - 4 t + k 

2 


4. lnlx 2 - 1 I + - In 


x-1 


x + 1 


+ k 


5. 6 In I x — 1 I + 10 (x - 1) + — (x - l) 2 + A 

2 


6. In I x - II- 


x — 1 


+ A 


7. x+-lnlx+ll+— lnlx-31 +A 
4 4 


8. In I x - 21- 


x - 2 2 (x - 2) 2 

9. -3 In lxl +4 lnlx— 1 1 + A 

10. x — lnlxl + 31nlx—ll + A 


+ A 
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x sen 10* 

a) — +-!- k 

2 20 


Z COS^£ + 

3 

d)Z c°l2>L + k 

6 


—sen * cos 3 * , cos J * sen * , cos * sen * * 


-+ -=- + * 

16 16 


f) — — Sen ^ X - + ( Lembrete : sen 4* = 2 sen 2* cos 2*) 

8 64 

. x sen 6* sen 4* sen 10* sen 2* . . 

e) _ +---+ k 

4 24 16 80 16 

,, sen * , sen 9* , sen 7* , , 

h) -+-+-+ k 

7 2 36 28 

a) ^ ìjsen 4 x +k b) sen * + j ^ sen 3 * - : 


sen 3 * 2 y . . 

--V sen x + k 

3 7 ^ 


c) -r— + k 

4 cos 4 * 

e ) -7—H-t— + & 

6 sen 0 * 4 sen* * 


i i sen 2 * , 

d) — In |cos *j--— + k 


f) arctg(sen *) + k 


, tg 6 * , . ,, sec 6 

a)-2— + k b) —— 
6 6 


;c 4 * , . . sec 3 2* sec 2* 

-+ k c) -- + k 

4 6 2 


d) ——— H—lnjcos3*j + & e) 3%fsecx+k 

6 3 


/) _ ln | coH+ _^_-_i 7 _ +t g)tgx+ mti +k 

h) ^Él £ + * i)l^L-^L + xgx - x + k 

sec^xtg£ + 3sec«g £+ 3 ln|sec;(+ | + t 

J 4 8 8 

a) cosec *c ot g * _ ^ ln | cosec x + cot g x | + fc 

è) cosec * cot 8 . * _|_ }_ lnjcosec * + cotg *j + /: 

c) - °^ - - - + cotg * + * + /c 


1 , 2 + sen * , . 

— In - + k 

4 12- sen * , 


tg^-l + V2 
—2 - +k 

tg f - 1 - ^2 
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1. —J'TT 2 + 1 + — ln(7r + JiT 2 + 1 


2. 42(1-e -2-) 

3. 4 

4. V3 

- pr 2V3 ,J2 + V? 

5. V2- —+ ln TT - /f 


is 3 19 

15. x c — — e y c = — 

c 2 10 

16. Fazendo u = 1 + x,resulta0<u<4e0<y<u 2 .Àrea = 64/3; V u = 

“5 

24 24 

eV y = 128 7r. Portanto, u c = 3 e y c = —.Segueque x c =2ey c = —. 


CAPITULO 14 


1. a), b ), c),/) 


3tt’ 3;r 


o 0 ,- « 


2. a) ^0, —J ft) 0, 

V 

5. a) 47T 2 

6. 7T 2 


3^2 - In (V2 + l) 

16^2 + 16 In (V2 + 1 

b) 2 t? 


c ) 0 , 


e 2 + 4 — e 2 
4(e-É’" 1 ) 


7. a) |0. ? 

8. 2a/2 ^ 2 


11. Os volumes em tomo dos eixos x e y sào iguais: V x = V y -— (2 3 -1 3 ) - 

= —. A àrea é —(2 2 - l 2 ) = —. Portanto, x c = y c = -^~. (Compare 
344 vn 

està soluto com a do Exemplo 4.) 

y 

12. Pela simetria da figura, x c - 0; y c = — 7 —- Como àrea = rr c 

2k area 

V x = ttJ 1 y 2 dx = 2(4 - 4 x 2 )dx = resulta, y c = 

2R sene 2/?(l-cos0) 

13. = —™— e =- tt -’ onde 6 ~ a • 

JU 3(7 

14. Sejam y lc , y 2c e y c as ordenadas dos centros de massa de Ay A 2 e A, 

respectivamente. Entào, » c = = 2 ^eaA 2 T' ^ 

_ yi c (àreaA] ) + y 2c (àreaA 2 ) _ V* 

qUe yc àreaA! +àreaA 2 2;r(àreaA) 


3. a) x (f) = 1 ou x (t) = -1 b) x ( t ) = 0 c) y (x) = -1 

*0 Nào hà e) x (f) = 1 f) x (f) = 0, t > 0 


1 . x(t) = 0 
3. Nào hà 


5. Nào hà 


1. a) x-k e 2 


e) y = ~ + x + k 


e) x = Jt 2 + k 


2. x(t) = 0 ou x (r) = 1 
4. Nào hà 

6. x (t) = 1 ou x (0 = — 1 


b) y 00 = 0 ou y (x) = ■ 


d)T(t) = Ke~ 2t + 10 


f)y = & 


1 "h 

g) x (0 = -1 ou x (t) = 1 _ 2t h) y = In (x + k ) 

i) v (r) = 0 ou v ( t) = —-—- j) x = t In / - t + k 

1 — ke 


l) y = tg (In kx), < In kx < — m) s = In — + k 
2 2 2 


n) u = \*?- + k 

V 2 


p)y = are tg (x + k ) 


0 ) x = k Jì + f 2 


9 ) x — are sen — + k 


4 
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dy x 

é — = - — ; a equagào diferencial associada ao problema é, entào, 
dx 2y 

ày_ = 

dx x ) 

10. y = ^+ 5. 

11. x — — 2 In —^ y -j4-)’2, 0< y52 

y 

12. — = In k I y I; observe que y (*) = 0, x > 0, e y (jc) = 0, ;c < 0 sào também 

y 

solufòes 

13. Sugestào : Fa?a u = — 

x 


1. a)x = ke t + 2 b)x = ke 2t + - c)x = ke~ C0U 

- 2 

d)x = kt + C e )y = ke x +x~ 1 f)T= ke~ 2t + 3 

g) x = ke l - -i- (sen t + cos f) A) y = ke~ 2x + — (cos 2x + sen 2jc) 
2 4 


i)y = ke x(lnx ~ l) 


j) y = k 



t _ t_ 

2. a)Q = keRC b) Q = ke *C + CE 

3. i (f) = — l-e 

R 

\ / 

4. r=80^j +20 

5. a) C (0 = C 0 e 0 ’ 08 ' b) 8,3287% a.m. 


6. C (/) = 20.000 • 3* 


7. 


10 In 2 

-anos = 17 anos 

In 3 - In 2 
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CAPITULO 15 

15.1 

f(x) 

3. Aplique o teorema de Rolle a h (x) = 

g(x) 

6. Verifìque que o valor màximo de/nào pode ser estritamente positivo e o va¬ 
lor minimo estritamente negativo. (Veja: se o valor màximo f(x{) fosse estri¬ 
tamente positivo teriamos x^ em ]a, b[, logo, /' (xj) = 0; seguirla, entao, 

/"(*!> */ , 0c 1 )-) 

15.2 

1. Quaisquer que sejam x e y em /, com x + y>f serà continua no intervalo fechado 
de extremo xeyé derivàvel no intervalo aberto de mesmos extremos, entào, pelo 
TVM, existe x no intervalo aberto de extremo x e y tal que 
f(x) — f(y ) = /' ( x ) (x — y). Da hipótese I/' (x) I « m no intervalo de /, segue 
\f(x)-f(y)\^M\x-y\ 

5. a) 0 e 4 b) Nào 

6. Suponha que Xj e x 2 , x t =£ x 2 sejam pontos fixos e aplique o TVM 

CAPITULO 16 
16.1 

1. a) 1 + j (x - 1) b) x c) 2 + ^ (x - 8) 

d) 1 + x e) 1 f) 1 - x 

2. a) 2,00025; 1^4,001 - 2,000251 *£ IO -7 

b) 2,000025; 1^32,002 - 2,0000251 ^ IO -9 

c) 0,02; I sen 0,02 - 0,02 I 10“ 3 

d) 1,001; le 0 ’ 001 - 1,0011 «IO -5 
è) 1; I cos 0,01 - 1 l« IO -4 

f) -0,01; I In 0,99 - (-0,01) I « IO -4 

16.2 

1. a)x--|x 2 b) i + x + yx 2 c) l + I(x-l)--i(x-l) 2 

d) 1+x 2 e )2 + \(x-4)-±-(x-4 y f) x g) 

4 64 2 

2. a ) 0,255; I In 1,3 - 0,255 I < IO -2 (Utilizamos o polinòmio de Taylor de or- 

dem 2 de In x em volta de x 0 = 1.) 
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b) 2,02484; l^4J - 2,024841 =£ 10 5 

c ) 1,97484; I- 1,974841 =£ IO -5 (Utilizamos o polinòmio de Taylor de 
ordem 2 em volta de x 0 = 4 de Vx .) 

d) Utilize o polinòmio de Taylor de ì[x, de ordem 2, em volta de x 0 = 8. 
f) 0,1; I sen 0,1 - 0,1 I ^ IO -3 . 

5. a) 0 b) + o o 


1. a) x -1- 

3! 5! 


x 2 x 4 
b) 1 - — + — 
2! 4! 


C) (X - 1) - 4 (l - l) 2 + y l* - l) 3 - 4 (X - l) 4 + -j (.* - l) 5 

<D i + }(* -1) - ±<* -1) 2 + - D 3 - 1) 4 + -1)5 

«) ! +ax+ x 2 + o(«-lX«-2) x 3 + ^-lXa-2X«- 3) j4 + 

2! 3! 4! 

| a (a — 1) (a — 2) (« — 3) (a — 4) s 
5! X 

2. O polinòmio de Taylor de ordem n + 1, de sen x em volta de x 0 = 0, é (« 
impar) 

r 3 r 5 n ~ l x n 

x- —+ — (-1) 2 —.Assira 

3! 5! n\ 

x* . x 5 , x* 1 /<» + 2 >(3E) „ + 2 

senx- x-H--...(-1) 2 — = -—— x nTZ 

3! 5! n\ (n + 2)! 

Como l/<" + 2) (x)l *£ 1 (por què?), segue a desigualdade 

3. Pelo exercicio anterior 



1 

1 

1 

sen 1 — 

1 - — 

+ — - 

...(-1) 2 — 


3! 5! 

n! 


n! (n + 2)! 


Basta determinar n. 


por tentativas, de modo que-<10 5 

(n + 2)! 


4. No Exercicio 2, substitua x por x 2 , assim 
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sen x 


,.2 _ 


v 10 


n ~ 1 o n 

-2 — —— + —— — ... (— 1 ) 2 — 
3! 5! n\ 


(•> fi „ r6 --- x 2tì f 

f sen x 2 dx - j (x 2 (-1) 2 — —)dx*S: 

Jo JO 3! n\ h 


x 2n + 4 
(n + 2)! 

-1 y 2n + 4 


-dx 


Como 


i: 


1 r 2n + 4 


■dx = 


1 


de modo que 


(n + 2)! (2n + 5)(n + 2)! 

1 —^-3 


O (n + 2) ! 

, basta determinar n, por tentativas, 


(2n + 5)(n + 2)! 


< 10 “ 


6. Verifique que 


COS X - 


r 2 r 4 r 6 x 2n 

1 -— + — - — + (- 1 )" -- 

2 4! 6! (2«)! 


Para x fixo, fa?a n tender a +cc 


jt 2n + 1 

(2« + 1)! 
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